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1. Uvod

Optimizacija ili matematicko programiranje javlja se u vecini podrucja primijenjene mate-
matike. Pojam optimizacija podrazumijeva minimizaciju ili maksimizaciju realne funkcije
pronalazenjem najbolje realne ili cjelobrojne vrijednosti varijable na zadanom dopustivom
skupu.

Algoritmi za rjeSavanje optimizacijskog problema ovise ne samo o tipu minimizirajuce
(maksimizirajuce) funkcije, veé¢ i o strukturi uvjeta koje svako rjesenje mora zadovoljavati.
U tom pogledu, prvo mjesto zauzima linearno programiranje.

Problem linearnog programiranja javlja se tijekom drugog svjetskog rata u planiranju
troskova za opremanje vojne sile. Rije¢ programiranje u ovom slu¢aju nema nikakve veze s
pisanjem programskog koda u nekom od programskih jezika. Pojam linearno programiranje
oznacava minimizaciju ili maksimizaciju linearne funkcije prema zadanom skupu uvjeta koji
se sastoji od linearnih jednakosti i/ili nejednakosti.

U povijesti razvoja linearnog programiranja posebnu ulogu pripisujemo nekolicini svjetski
poznatih matematicara. Ruski matematicar Kantorovich! prvi put je 1939. godine uveo
pojam linearnog programiranja u rjeSavanju problema optimalne potrosnje resursa. 1947.
godine Dantzig? objavljuje simplex metodu za rjeSavanje problema linearnog programiranja a
iste godine Neumann? razvija teoriju dualnosti. 1979. godine Khachiyan®* objavljuje dokaz o
rjeSivosti problema linearnog programiranja u polinomijalnom vremenu, dok je Siru teoretsku
i prakticnu pozadinu dao Karmarkar® 1984. godine uvodeéi metodu unutarnje tocke.

U prvom djelu rada definirani su osnovni pojmovi teorije linearnog programiranja. Na
primjeru optimalne potro$nje energije u proizvodnji uveden je problem linearnog programi-
ranja u op¢enitom obliku, opisana je geometrijska predodzba dopustivog skupa i optimalnog
rjeSenja. Na istom primjeru uveden je dualni problem i osnovni rezultati teorije dualnosti.
Kako je osnovni zadatak rada prezentirati aproksimacijske algoritme za specifi¢ni problem,
definirali smo aproksimacijski omjer za minimizacijske i maksimizacijeske probleme.

U drugom djelu rada objasnjen je fizikalni model Sirenja svjetla iz tockastog izvora sto
je jedna od osnovnih pretpostavki problema optimalnog osvjetljenja scene. Originalni pro-
blem formuliran je kao problem konveksnog programiranja. U radu su analizirani (1 +
€)-aproksimacijska shema i 4-aproksimacijski algoritam koji se temelji na LP formulaciji.
Opisan je i kombinatorijalni O(1)-aproksimacijski algoritam ¢ija je analiza provedena primal-
dual fitovanjem.

U trecem dijelu rada opisana je implementacija (1 + €)-
aproksimacijske sheme i 4-aproksimacijskog algoritma u projektu Wolframove demonstracije
pod nazivom Stage Illumination Project. Komentirani su osnovni dijelovi koda. Ilustrirane
su prednosti dinamickog okruzenja Manipulate i nacini interakcije korisnika s programom.

lTeomnn Buramnesna Kartoposuda (1912.-1986.), ruski matemati¢ar i ekonomist

2George Bernard Dantzig (1914.-2005.), americki matematicar

3John von Neumann (madarski: margittai Neumann Janos Lajos) (1903.-1957.) madarski i americki
matematicar

4JTeonnn lempuxosru Xauman (1952.-2005.), ruski matemati¢ar armenskog podrijetla

®Narendra K. Karmarkar (1957. -), indijski matematicar
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2. Osnove linearnog programiranja

2.1. Osnovni pojmovi

Prije opéenite definicije problema linearnog programiranja® promotrimo sljede¢i minimiza-
cijski problem.

Primjer 2.1 (Problem proizvodnje). Pretpostavimo da tvornica rac¢unalnih komponenti raspo-
laZe s 2 proizvodna procesa koji proizvode matiéne ploce te graficke i zvucne kartice. Svaki

od procesa trosi odredenu razinu energije u proizvodnji navedenth komponenti. Neka je xy

ukupna potrosnja energije prvog procesa, a xrs ukupna potrosnja energije drugog procesa. Je-

dinicna potrosnja energije na prvom procesu kosta 500 kn, pri cemu se proizvede 1 maticna

ploca, 3 graficke kartice © 3 zvucne kartice. Jedinicna potrosnja energije na drugom procesu

kosta 800 kn, pri cemu se proizvede 2 maticna ploca, 1 graficka kartica © 3 zvucne kar-

tice. Treba odrediti optimalnu razinu potrosnje energije pri kojoj se proizvede najmangje 20

maticnih ploca, najmange 40 grafickih kartica © najmanje 50 zvucnih kartica.

Ukupna cijena potrosene energije dana je izrazom 500z 4+ 800x. Zelimo odrediti z; i o
tako da su zadovoljeni svi uvjeti na koli¢inu racunalnih komponenti a da je ukupna cijena
potroSene energije minimalna. Pretpostavljamo da je x1, 29 > 0. Specijalno, ako je z; =0
za i = 1,2, smatramo da je ¢-ti proces deaktiviran.

Koriste¢i oba procesa mozemo proizvesti ukupno z; + 2x, maticnih ploca, 3x; + o
grafickih kartica i 3z 4+ 3x5 zvucnih kartica. Oc¢ito su uvjeti proizvodnje iskazani sljede¢im
skupom nejednakosti

xr, + 2.%'2 Z 20,
3.1‘1 + i) Z 30,
3ZE1 + 31‘2 Z 40,

a na$ problem mozemo iskazati na sljede¢i nacin

min 500x; + 800z,

uz uvjete:
r + 2y = 20,
3r1 + Ty > 30, (2.1)
3r, + 3xy > 40,
1, T2 > 0.

Vidimo da su x; i x5 varijable ¢ije vrijednosti treba odabrati tako da linearna funkcija
50021 + 800x2 poprimi minimalnu vrijednost. Opcenito, neka je x € R™ vektor varijabli
T1, %o, ..., Ty. Uvieti mogu biti zadani kao linearne jednakosti ili nejednakosti oblika a;”x >
bi,a;"x="bia;"x<b,gdiesua; ER"zal<i<mib=[bby...b,]T € R™

Sada ¢emo generalizirati prethodni LP problem. Za dani vektor ¢ = [ci ¢35 ... cn]T € R
i vektor varijabli & € R™, linearnu funkciju ¢’@ = """ | ¢;x; zovemo funkcija cilja. U

Primjeru 2.1 vidimo da je ¢ = [500800]" i & = [z zo]".

dalje u tekstu PLP
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Pretpostavimo da je u PLP-u zadano ukupno m uvjeta. Neka su M;, M, i M3 pod-
skupovi skupa indeksa {1,2,...,m} takvi da indeksima i u skupu M; odgovaraju uvjeti
oblika a;Tx > b;, indeksima i u skupu M, odgovaraju uvjeti oblika a;’x < b;, a indeksima i
u skupu M5 odgovaraju uvjeti oblika a;’ @ = b;. Neka su N; i N, podskupovi skupa indeksa
{1,2,...,n} takvi da indeksima i u skupu N; odgovaraju uvjeti nenegativnosti z; > 0, a in-
deksima ¢ u skupu Ny odgovaraju uvjeti nepozitivnosti x; < 0. Tada PLP problem mozemo
prikazati na sljede¢i nacin

min ¢’z
uz uvjete a;’x > b;, i€ M,
a;"x < b, i€ M, (2.2)
a;"x = b, i€ Ms, '
r;y = 0, j€Ny,
r; < 0, j€& N,

Vektor # € R™ koji zadovoljava sve uvjete u (2.2) naziva se dopustivo rjesenje’. Skup
svih dopustivih rjeSenja nazivamo dopustivi skup. Varijable z; koje nemaju ogranicenje
na predznak nazivamo slobodne varijable. Dopustivo rjeSenje x* za koje funkcija cilja
c’z poprima minimalnu (maksimalnu) vrijednost zovemo optimalno dopustivo rjesenje
ili samo optimalno rjeSenje. Vrijednost c¢’z* zovemo optimalna vrijednost funkcije
cilja.

Ako za svaki K € R postoji dopustivo rjesenje x takvo da je ¢’z < K [¢'x > K| kaZzemo
da je PLP neogranicen odozdo [odozgo|. Tada je optimalna vrijednost funkcije cilja —oo
[+00].

Zbog ¢injenice da je problem maksimizacije funkcije ¢’ ekvivalentan problemu mini-
mizacije funkcije —e’ @ i obrnuto, nema potrebe posebno razmatrati maksimizacijski prob-
lem.

Uvjet oblika a;Tx = b; ekvivalentan je uvjetima a;’x < b; i a;”® > b;. Nadalje, svaki
uvjet oblika a;"x < b; moze se zamijeniti uvjetom —a;’ @ > —b;. Svaki uvjet oblika z; < 0
ili z; > 0 moze se prikazati u obliku a;"x > b; gdje je a; i-ti jedini¢ni vektor i b; = 0.
Drugim rije¢ima, svi uvjeti u (2.2) mogu se prikazati u obliku a;’@ > b;. Neka je A € R™*"

matrica kojoj su a1, as”, ..., a,,’ € R™ vektori redci, tj.
- alT -
A= :
_ant
Sada uvijete a;Tx > b; za i = 1,2,...,m mozemo krace pisati kao Az > b, a PLP u

(2.2) mozemo napisati na sljedeéi nacin

min c’'x

uz uvijete Ax > b. (2:3)

“eng. feasible solution
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Primjer 2.2. PLP problem iz Primjera 2.1 moZemo zapisati kao u (2.3) gdje je ¢ = [500 800]7,

Il
o — w w
— O W =

i b=[20 30 40].

Skup uvjeta moze sadrzavati samo jednakosti i uvjet nenegativnosti. PLP problem koji
ima sljedeci oblik

min cl'x
uz uvijete Ax = b
x > 0,

zovemo LP u standardnom obliku.

Ovaj oblik PLP problema mozemo tumaciti na sljede¢i nacin. Pretpostavimo da je « €
R™ i da su Ay,..., A, stupci matrice A. Tada uvjet Ax = b mozemo pisati na sljedeci
nacin

=1

Uzmimo da komponente b; vektora b predstavljaju Zeljene koli¢ine i-tog proizvoda koji
se moze proizvesti od n razlic¢itih resursa. Komponente ay; vektora Aj za 1 < j < ni
1 < k < m govore koliko jedna jedinica j-tog resursa daje jedinica k-tog proizvoda. Treba
odrediti nenegativne koli¢ine x; svakog od n resursa tako da je suma Z?Zl c;x; minimalna,
gdje ¢; predstavlja cijenu jedini¢ne koli¢ine j-tog resursa.

2.2. Geometrijska reprezentacija dopustivog skupa i rjeSenja

U Primjeru 2.1 funkcija cilja ima dvije varijable x; i x5 $to nam omogucava graficki prikaz
dopustivog skupa. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da funkcija cilja ima sljedeci
oblik

5%1 + 8$2

Dopustivi skup rjeSenje je osjencan poliedar na Slici 2.1. U cilju pronalaZenja optimalnog
rjeSenja promatrat ¢emo sve tocke (1, x2) u kojima funkcija cilja ima vrijednost K € R. To
su tocke koje pripadaju dopustivom skupu i leze na pravcu 5z + 8xo = K. Uocimo da je
taj pravac okomit na vektor ¢ = [5 8]7. Svakom od paralelnih pravaca odgovara odredena
konstanta K. Paralelnim pomakom u smjeru vektora ¢ odgovara povecanje K (problem
maksimizacije funkcije cilja), a paralelnom pomaku u smjeru suprotnom od vektora ¢ (tj.
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u smjeru vektora —c) odgovara smanjenje K (problem minimizacije funkcije cilja). Buduéi
da se u nasem slucaju radi o minimizaciji funkcije cilja, nastojat ¢emo pomaknuti pravac u
smjeru vektora —c $to je vise moguée ali tako da ostanemo u dopustivom skupu. Najbolje
S§to moZemo uéiniti jeste slucaj K = 88 kada je = [8 6]7 (vidi Sliku 2.1).

Z2

x1 + 220 = 20

S
@ =257 -87

S~ bxy + 8xy = 136

5x1 + 8xo = 88

ol

+$2:30

T

Slika 2.1: Dopustivi skup iz Primjera 2.1

Sli¢an pristup mozemo napraviti i u trodimenzionalnom sluc¢aju. Skup toc¢aka u kojima
funkcija cilja ima istu vrijednost K predstavljen je ravninom koja je okomita na vektor c.
Kako bismo minimizirali funkciju cilja, pomaknut ¢emo ravninu $to je vise moguce u smjeru
vektora —c tako da ostanemo u dopustivom skupu.

Vidimo da je optimalno rjesenje vrh poliedra. U dvodimenzionalnom i trodimenzionalnom
slucaju pojam vrha ima geometrijsko znacenje, ali moguce je definirati vrh poliedra u opéen-
itom slucaju (vidi [4]). Ukoliko je optimizacijski problem ogranicen, optimalno rjesenje je
dovoljno traziti medu vrhovima poliedra (vidi [16], [4]). Na ovoj pretpostavci pociva simplex
metoda, jedna od najcesce koristenih metoda za rjeSavanje problema linearnog programi-
ranja.
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2.3. Dualnost

U narednom poglavlju uvodimo pojam dualnosti. Svakom PLP problemu, kojeg ¢emo od
sada zvati primal, pridruzujemo njegov dualni problem kojeg ¢emo zvati dual. U okviru ovog
rada najvaznije je razumijevanje dualnosti i odnosa izmedu primala i duala, kao i poznavanje
osnovnih rezultata teorije dualnosti.

Motivacija za uvodenje dualnog problema dolazi od metode Lagrangeovih multiplikatora
za uvjetovanu optimizaciju diferencijabilne funkcije (vidi [10], str. 374). Analizirajmo sljedec¢i
jednostavan primjer.

Primjer 2.3. Odredimo minimum sljedece funkcije

min 22 + 2y?

uz uvjet x +y=2. (2.4)

Problem minimizacije funkcije f(x,y) = 2+ 2y? moZemo rijesiti uvodenjem Lagrangeove
funkcije L(z,y,p) na sljedeéi nacin

L(z,y,p) = 2" +2y> — p(2 —x — y). (2.5)

Iz (2.5) vidimo da funkciju L dobivamo relaksacijom uvjeta. Uo¢imo da funkcije L i f imaju
iste vrijednosti u tockama koje leze na pravcu x +y = 2. Iz toga je jasno da mozemo traziti
minimum funkcije L koji zadovoljava uvjet x + y = 2. RjeSavanjem jednadzbi iz nuznih
uvjeta 2L (z,y) = 0 i %(m,y) = 0 (vidi [10], str. 75) dobivamo da je » = § iy = £. Zbog
z +y = 2 imamo da je p = %, odnosno (z*,y*) = (3, 2).

Prethodnim primjerom ilustrirana je sljedec¢a ideja. Umjesto da smo zaista trazili zado-
voljenje uvjeta x + y = 2, dozvolili smo odstupanje. Lagrangeov multiplikator p mozemo
tumaciti kao cijenu jedini¢nog odstupanja od vrijednosti funkcije f(z,y) = 2% + 2y%. U
nasem sluc¢aju odstupanje iznosi 2 — x — y S$to nas dovodi do neuvjetovane minimizacije
funkcije 2% + 2y? + p(2 — z — y). U gornjem primjeru smo vidjeli da je moguce odabrati
odredenu cijenu p (u nasem slucaju p = $) tako da je optimalno rjeSenje neuvjetovanog
problema ujedno i optimalno rjeSenje uvjetovanog problema. Drugim rije¢ima, za odredenu
cijenu p zadovoljavange ili odsustvo uvjeta ne utjece na optimalnu cijenu.

Koristeé¢i prethodnu ideju rjeSavanja uvjetovanog optimizacijskog problema razvijamo
mnogo opcenitiju klasu problema kojom se bavi teorija dualnosti. Svakom uvjetu pridruzu-
jemo cijenu njegovog zadovoljenja ili narusavanja i pitamo se za koje cijene p zadovoljavanje
ili odstupanje od uvjeta ne utjece na optimalnu vrijednost funkcije cilja. Cijene p dobivamo
rjesavanjem novog LP problema koji se naziva dualni LPS.

Sada ¢emo odrediti DLP za problem opisan u Primjeru 2.1. Objasnit ¢emo najprije
znacenje dualnih varijabli i novih uvjeta, a zatim pristupiti formulaciji opéenitog DLP prob-
lema. Ovdje ¢e biti razmatran samo PLP sa uvjetima Ax > b i njemu odgovarajué¢i DLP
problem.

8dalje u tekstu DLP
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Pretpostavimo da je (x%,23)7 optimalno rjeenje iz Primjera 2.1. Kao u prethodnim
razmatranjima Zelimo relaksirati problem na sljedeé¢i nacin

min  500z1 + 800z5 + p1(20 — 1 — 2x9) + p2(30 — 3y — 23) + p3(40 — 321 — 3x2)
uz uvjete: x1,x9 > 0.
(2.6)
Izrazi 20 — 1 — 225, 30 — 321 — x5 1 40 — 3z — 325 oznacavaju razliku u proizvedenoj i
minimalno potrazivanoj koli¢ini mati¢nih ploca te grafickih i zvuénih kartica. Svaku od raz-
lika pla¢amo po cijenama py, po i p3, redom. I nakon relaksacije Zelimo minimizirati ukupnu
cijenu potroSene energije uvecanu za cijenu koli¢inskih razlika u proizvodnji. Medutim, Ze-
limo cijene pq, ps 1 p3 takve da optimalna vrijednost minimizirajuceg izraza u (2.6) ne bude
veca od optimalne cijene energije 50027 + 800x3 prije relaksacije. Takav pristup ima i svoje
ekonomsko znacenje. Odredit ¢emo cijene proizvoda na nacin da novi scenarij proizvodnje
(koji mozda i nije dopustiv) ne utjece na optimalnu cijenu potroSene energije.
Uzmimo da funkcija g(p1, p2, p3) predstavlja optimalnu vrijednost funkcije cilja u (2.6).
Sada imamo da je

g(p1,p2,p3) = min 500z + 800zy + p1(20 — x1 — 2x9) (2.7)

21,720

+ p2(30 — 321 — x2) + p3(40 — 321 — 3z3)
< 5007 4 8003 4 p1 (20 — ] — 2x3)

+ p2(30 — 327 — x5) + p3(40 — 327 — 3x3)
< 5002 4 800z}

Prva nejednakost u (2.7) slijedi iz zahtjeva da ukupna cijena novog scenarija proizvodnje
ne bude skuplja od starog scenarija koji ima uvjete na koli¢inu proizvoda. Druga nejednakost
slijedi iz ¢injenice da je optimalna razina energije (27, #3) dopustiva u starom scenariju (pri-
malnom LP-u) te da su koli¢inske razlike nepozitivne (u po¢etnom scenariju proizvodimo
najmanje 20 mati¢nih ploc¢a, 30 grafickih i 40 zvuc¢nih kartica). Da bi posljednja nejednakost
bila istinita potrebno je zahtijevati da cijene py, ps i p3 budu nenegativne. Iz prethodnih
razmatranja vidimo da je vrijednost funkcije g za py,ps, ps > 0 donja meda optimalne vri-
jednosti funkcije cilja u primalnom LP-u. DLP problem je odredivanje cijena py, po i p3 tako
da donja meda (odnosno vrijednost funkcije ¢g) bude maksimalna. Drugim rije¢ima, pitamo
se da li je moguce odrediti cijene py, p2 1 p3 tako da nova cijena ¢ak i minimalno zahtijevane
proizvedene koli¢ine bude $to bliza cijeni potroSene energije u prvom scenariju. Cijene py,
po 1 p3 dobivamo rjeSavanjem sljede¢eg DLP problema

max 9(17171727173)
uz uvjete pi,pa,p3 > 0.

Transformiranjem funkcije g dobivamo
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g(p1,p2,p3) = min 500z + 800z5 + p1 (20 — z1 — 225) (2.8)

r1,x2>0

+ p2(30 — 3131 — .TQ) + p3(40 — 3131 — 3$2)

= 20]?1 + 3Op2 + 40]?3

+ mir;o (500 — p1 — 3p2 — 3ps)z1 + (800 — 2p; — pa — 3p3)xa}.

T1,T2-2

Minimum posljednjeg izraza u (2.8) je konac¢an samo kad su razlike 500 — p; — 3ps — 3ps i
800 — 2p; — po — 3p3 nenegativne, tj. kada cijena svih proizvoda koji su dobiveni jedini¢nom
potrosnjom energije u jednom od proizvodnih procesa ne premasi cijenu jedne jedinice en-
ergije u tom procesu. Konac¢no, dolazimo do DLP problema

max 20p; + 30py + 40ps

uz uvjet pr + 3ps +  3ps < 500,
2p1 +  p2 +  3p3 < 800,
Proo, P2, ps > 0.

Osnovni teorem u teoriji dualnosti tvrdi da je optimalna vrijednost funkcije cilja u PLP-u
jednaka optimalnoj vrijednosti funkcije cilja u DLP-u, tj. mozemo odrediti cijene pj, p3 i p}
tako da pocetna relaksacija ne utjece na optimalnu vrijednost funkcije cilja u PLP-u. Sada
smo uvjereni da su pp, ps i p3 cijene proizvoda koje ¢ak i na minimalno zahtijevanoj razini
proizvodnje omogucuju da se "financijski pokrije" optimalno potrosena energija (razmatrana
u poc¢etnom PLP problemu).

Prethodni postupak moZzemo ponoviti i na opéenitom problemu.

T

min cx
uz uvijete Ax > b,
x > 0,

koji ima optimalno rjeSenje x*. Uvodimo relaksaciju tako da izostavimo uvjet Ax > b
a u funkciju cilja dodamo izraz p’ (b — Ax), gdje je p vektor cijena iste dimenzije kao i b.
Sada imamo sljededéi relaksirani problem

min c¢'z + p’(b— Ax)
uz uvjete x > 0.
Pretpostavimo da je g(p) funkcija koja predstavlja optimalnu vrijednost funkcije cilja
u relaksiranom problemu u ovisnosti o vektoru cijena p. Buduéi da smo se rijesili uvjeta,

relaksirani problem dopusta zahtjev da je g(p) bude uvijek manja ili jednaka optimalnoj
vrijednosti funkcije cilja ¢’ z* u PLP problemu, odnosno

9(p) = m>1£1 cFx+p'(b— Azx) < cTx* +p''(b— Az*) < c'x*,



Aproksimacijski algoritmi za optimalno osvjetljenje scene 13

gdje posljednja nejednakost slijedi iz ¢injenice da je * dopustivo rijesenje PLP problema,
ali uz dodatni uvjet nenegativnosti p > 0. Dakle, svaki dopustivi p daje donju medu g(p)
za optimalnu vrijednost funkcije cilja ¢Zz* u PLP problemu. Postavimo sljedeé¢i problem

max  g(p)
uz uvjete p > 0,

koji mozemo tumaciti kao pronalazenje najbolje donje mede na optimalnu vrijednost
funkcije cilja u PLP problemu. Taj problem se naziva dualni problem. Osnovni rezultat
teorije dualnosti tvrdi da je optimalna vrijednost funkcije cilja dualnog problema jednaka
optimalnoj vrijednosti funkcije cilja primalnog problema. Drugim rije¢ima, kada je vektor
cijena p izabran na odgovarajuci nacin, relaksacija uvjeta ne utjece na optimalnu vrijednost
funkcije cilja u PLP problemu.

Koristedi se definicijom funkcije g(p), dobivamo da je

g(p) = m>i{)1 c’z+p'(b— Ax) (2.9)

=p'b+ m>i{)1(cT —plA)zx.
Uoc¢imo da je

min(c’ — pT A)x = (2.10)

x>0

0 ako je ¢ —pTA > 07,
—0o0 1nace.
Prilikom maksimiziranja funkcije g(p) treba uzimati u obzir samo one vektore p za koje

je g(p) razli¢ito od —oco. Iz (2.9) i (2.10) zaklju¢ujemo da je DLP problem ekvivalentan
sljede¢em LP problemu

min p’'b
uz uviete pfA < 7,
p > 0

Na slican nacin mozemo formulirati DLP probleme i za ostale oblike PLP problema
(vidi [4]). Neka je A € R™*" matrica sa redcima a] € R™" i stupcima A € R™*!. Za PLP
problem sa uvjetima na lijevoj strani dan je ekvivalentan DLP problem sa odgovarajué¢im
uvjetima na desnoj strani.

min c’'x max p’'b
uz uvjete alx >b;, i € My, uzuvjete p; >0, i€ M,
alrz <b, i € My, pi <0, i € My,
alrz =1, i € Ms, p; slobodna, i € Ms,
x; >0, J € Ny, pTA; <c;, jeN,
x; <0, J € No, p'A;>c¢;, jeN,,

z; slobodna, j € Nj, p'A=c¢;, j€EN;
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Uod¢ili smo da minimizacijski PLP problem uvijek ima maksimizacijski DLP problem.
Vrijedi i obrnuto, tj. svaki maksimizacijski PLP problem ima minimizacijski DLP problem.
Lako se moze pokazati da transformacijom DLP problema u ekvivalentni minimizacijski
problem i formulacijom njemu odgovarajuc¢eg DLP problema dolazimo do pocetnog PLP
problema. Na osnovu pocetnih razmatranja vrlo jednostavno dolazimo do teorema o slaboj
dualnosti i njegovih korolara.

Teorem 2.1 (Teorem o slaboj dualnosti). Ako je & dopustivo rjeSenje u minimizacijskom
PLP problemu 1 p dopustivo rjesenje u njemu odgovarajuéem DLP problemu, onda je

p'b < clx.

Dokaz. Vidi [4], str. 146. O
Posljedica teorema o slaboj dualnosti je sljedeci korolar o slucajevima kada je optimalna
vrijednost funkcije cilja u PLP i DLP problemu —oo i +00, redom.

Korolar 2.1.  a) Ako je optimalna vrijednost funkcije cilja w PLP problemu —oo, onda
je DLP problem nedopustiv (skup dualnih dopustivih rjeSenja je prazan).

b) Ako je optimalna vrijednost funkcije cilja w DLP problemu +oo, onda je PLP problem
nedopustiv.

Druga vazna posljedica teorema o slaboj dualnosti je sljedeci korolar.

Korolar 2.2. Neka su x 1 p redom dopustiva rjesenja v PLP i+ DLP problemu, takva da je
p'b = c'z. Tada sux i p redom optimalna rjesenja v PLP i DLP problemu.

Sljedeé¢i teorem predstavlja osnovni rezultat u teoriji dualnosti za linearnu optimizaciju.

Teorem 2.2 (Teorem o jakoj dualnosti). Ako PLP problem ima optimalno rjeSenje, ima ga
1 njemu odgovarajucéi DLP problem, a optimane vrijednosti funkcija cilja u oba problema su
medusobno jednake.

Dokaz. Vidi [4], str. 148. O

2.4. Aproksimacijski algoritmi

Prije opisa i definicije aproksimacijskih algoritama potrebno je objasniti motivaciju njihova
nastanka.

Tijekom razvoja ra¢unalnih znanosti posebna paznja posveéena je polinomijalnim al-
goritmima. To su algoritmi koji se na ulazu (inputu) veli¢ine n izvrsavaju u O(n*) vremenu
gdje je k € N. Prirodno je pitati se da li su svi problemi rjeSivi u polinomijalnom vremenu.
To je jedno od najvecih otvorenih pitanja u teoriji algoritama. Zbog toga je bilo neophodno
klasificirati probleme s obzirom na moguénosti njihova rjeSsavanja u polinomijalnom vremenu.
Nadalje ¢emo razmatrati 4 klase problema:
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e Polinomijalni problemi (P-problemi) - problemi koji su rjesivi u polinomijalnom
vremenu.

e Nepolinomijalni problemi (NP-problemi) - nisu poznati algoritmi koji rjeSavaju
ove probleme u polinomijalnom vremenu. Za njih se u polinomijalnom vremenu moze
samo provjeriti da li je odredena instanca problema ujedno i njegovo rjeSenje. Npr.
za graf G = (V, E) u polinomijalnom vremenu mozemo provjeriti da li je niz od |V/|
vrhova vy, vs, ..., vy Hamiltonov ciklus, tj. da li je (v;,v;41) € E,za 1 <i < |V]| -1
i (vpy),v1) € E.

e Potpuno nepolinomijalni problemi (NPC-problemi) - klasa NP-problema za
koje se zna da su medusobno "jednako teski". Ako se bilo koji NPC-problem moze
rijeSiti u polinomijalnom vremenu onda za svaki NP problem postoji polinomijalni
algoritam, tj. vrijedi da je P = NP. Teoreticari racunalnih znanosti smatraju da je
P # NP jer do sada nijedan polinomijalni algoritam nije konstruiran za neki NPC
problem.

e Nepolinomijalno teski problemi (NP-teski problemi) - problemi za koje nismo
sigurni da su u NP klasi, tj. ne mozemo u polinomijalnom vremenu provjeriti da li je
odredena instanca problema ujedno i njegovo rjeSenje.

Jedan od osnovnih pristupa u rjesavanju NPC-problema je konstruiranje aproksimacij-
skih algoritama za priblizna rjesenja koja su se u praksi pokazala vrlo korisnim. Od sada
pa nadalje prilikom razmatranja aproksimacijskih algoritama uzimat ¢emo u obzir samo
optimizacijske probleme ¢ije funkcije cilja poprimaju isklju¢ivo pozitivne vrijednosti.

Definicija 2.1. Neka je 11 optimizacijski problem s optimalnom vrijednoséu funkcije cilja
C* te neka postoji algoritam koji na ulaznim podacima velicine n daje rjesenje x u kojem
funkcija cilja ima vrijednost C' sa svojstvom da je

c Cr
i
ma’X{C*7C}—p(n)7

gdje je p : N — R, Funkciju p(n) zovemo aproksimacijski omger, a algoritam koji
ima p(n) aproksimacijski omgjer zovemo p(n)-aproksimacijski algoritam.

U slucaju minimizacijskog problema, oc¢ekujemo da ée priblizno rjeSenje biti nesto vece
od egzaktnog, tj. 0 < C* < C. Tada aproksimacijski omjer iznosi % Sli¢no, kod maksi-
mizacijskog problema je 0 < C' < C* gdje aproksimacijski omjer iznosi % Uoc¢imo da je
uvijek p(n) > 1. Kada je p(n) = 1, algoritma daje egzaktno (optimalno) rjeSenje.

U posebnu grupu ulaze aproksimacijski algoritmi koji postizu vrlo niske aproksimacijske
omjere koriste¢i vise vremena za racunanje.

Definicija 2.2. Neka je € > 0. (1 + €)-aproksimacijski algoritam koji se na veli¢ini ulaza n
izvrsava u polinomijalnom vremenu naziva se (1 + €)-aproksimacijska shema.



Aproksimacijski algoritmi za optimalno osvjetljenje scene 16

Vrijeme izvrSsavanja algoritma u vecini slucajeva raste kada se e smanjuje. Primjerice,
vrijeme izvrSavanja polinomijalnog algoritma jedne (1 + €)-aproksimacijske sheme moze biti
O(Llogn).

€
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3. Problem osvjetljenja scene

3.1. Fizikalni model

Problem optimalnog osvjetljenja scene podrazumijeva odredene fizikalne pretpostavke. Ovdje
¢emo objasniti fizikalni model Sirenja svjetla iz tockastog izvora u tri dimenzije. Svjetlosna
energija koja pogada koncentri¢ne sfere uvijek je ista ali se gustoc¢a svjetlosnih zraka sma-
njuje s povecanjem udaljenosti (polumjera koncentri¢nih sfera). Kao i u mnogim fizikalnim
problemima, ovdje mozemo primijeniti inverzni kvadratni zakon. Bez smanjenja opcenitosti
mozemo pretpostaviti da je intenzitet svjetlosnog izvora upravo jednak primljenoj energiji. U
svakoj tocki na udaljenosti R gustoca svjetla iznosi % gdje je E intenzitet tockastog izvora.
Ovu pretpostavku mozemo opravdati na sljede¢i nac¢in: Pretpostavimo da je snop svjetla
jednoliko rasporeden na malom djeli¢u sfere koji se nalazi na udaljenosti R od tockastog
izvora svjetla. Promotrimo sada dio sfere na udaljenosti 10R od tockastog izvora kroz koji
prolazi isti snop svjetla. Budué¢i da je povrsina ovog djela 10> = 100 puta vecéa, gustoca
svjetla je 100 puta manja (ista koli¢ina svjetlosne energije raspodijelila se na 100 puta vec¢u
povrsinu). Odatle zaklju¢ujemo da gustoca svjetla obrnuto razmjerna kvadratu udaljenosti
od tockastog izvora (vidi Sliku 3.1 )

100 square feet

Slika 3.1: Snop svjetlosnih zraka kroz djelove koncentri¢nih sfera

U naSem slu¢aju promatramo intenzitet svjetla u proizvoljnoj tocki. Bit ¢emo dovoljno
slobodni pretpostaviti da intenzitet svjetla podlijeze inverznom kvadratnom zakonu jer se u
okolini svake tocke na udaljenosti R nalazi ©(R?) manje svjetlosnih zraka.
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Sada ¢emo opisati odgovarajuéi dvodimenzionalan problem kojim ¢emo se baviti do kraja
rada. Pretpostavimo da je dana duZina (kao zatvoreni segment na pravcu u ravnini) L C R?
i skup tocaka S C R?, |S| = n. L oznacava scenu, a S skup izvora svjetla. Nas cilj je odrediti
koli¢ine energije x4 za svaki izvor svjetla s € S tako da svaka tocka na sceni L prima dovoljnu
koli¢inu svjetla (o tome $to znaci "dovoljno" bit ¢e rije¢ prilikom formulacije problema) a
ukupna energija > o2, bude minimalna.

3.2. Smanjenje broja izvora svjetla

Pod pretpostavkom da svaki izvor svjetla moze trositi proizvoljno mnogo energije, pokazat
¢emo da je dovoljno promatrati izvore svjetla ¢ije Voronoijeve celije sijeku scenu L. Izvore
svjetla ¢ije Voronoijeve Celije ne sijeku scenu L mozemo iskljuéiti iz razmatranja i njihovu
energiju postaviti na 0 bez bojazni da ¢e optimalna potrosnja energije biti povecana ili da
odredeni dijelovi scene nec¢e dobiti dovoljno svjetla. O tome govori sljede¢a lema, no prije
toga definirajmo odredene pojmove.

Definicija 3.1. Neka su s,q € S izvori svjetla i s',q" > 0 duljine njihovih ortogonalnih
projekcija na scenu L. KaZemo da je s lijevo [desno] od q i pisemo s < q [s = q] ako je
S/ S q/ /S/ Z q/]

Lema 3.1. Neka je s € S izvor sujetla ¢ija Voronoijeva Celija ne sijece scenu L, te neka su
sy € S prui izvor svjetla lijevo od s i sp € S prui izvor svjetla desno od s ¢ije Voronoijeve
celije sijeku scenu L.

Tada za svaku kolicinu energije’ x4 i tocku p € L postoje koli¢ine energije s, i x5, sa
svojstvom x5, + x5, < x5 takve da je

sy, Ts Ts

+ —2= > .
‘SLPP ‘SDPP |3]9’2

(3.1)

Dokaz. Pokazat ¢emo da za svaku tocku p € L i koli¢inu energije x postoje koli¢ine energije
T, 1 s, takve da je x5, + x5, = x5 1 vrijedi (3.1). To je i dovoljno pokazati jer ako zelimo
pronaéi xs, i xs, takve da je x5, + x5, < s, postupak koji slijedi mozemo provesti za z,
gdje je xs, + x5, = 2, < x4.

Ako je x5, + x5, = x5, postojia € R, 0 < a < 1 takavdajezs, = a-xsizs, = (1—a)-xs.
Tada (3.1) moZemo zapisati u obliku

a 11—« 1

lsep|>  |sppl> ~ |sp|*’

0<a<l, (3.2)

i nas problem svesti na pronalazenje broja a za kojeg vrijedi (3.2).

Neka je v tocka presjeka Vronoijevog brida izmedu sy, i sp i scene L. Tada je |spv| =
|spv|. Zbog pretpostavke da Voronoijeva ¢elija od s ne sijece scenu L, o¢ito je |sv| > |spv].
Pretpostavimo da smo tocku s’ dobili pomicanjem izvora svjetla s po okomici na scenu L,

90d sada pa nadalje za svaki s € S koli¢inu energije na s ozna¢avamo sa
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tako da je |spv| = |spv| = |s'v| (vidi Sliku 3.2). Ukoliko smo dokazali egzistenciju od « za
novi izvor svjetla s’ za koje vrijedi

a 11—« 1

+ 2 )
|3Lp’2 |3D20’2 ’5’1?’2

zbog ¢injenice da je

[s'pl> " [spl*’
vidimo da nas « zadovoljava (3.2). Nadalje, bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti
da je |spv| = |spv| = |s'v| = 1, jer se u suprotnom rac¢un provodi analogno. Postoji dva
sluc¢aja s obzirom na polozaj tocke p:

1. p lezi lijevo od v, tada je |spp| < |s'p| < |spp|

2. p lezi desno od v, tada je |spp| > |s'p| > |spp]

Slika 3.2: Pomicanje izvora svjetla s tako da je |spv| = |spv| = |s'v]

Mi ¢éemo detaljno promotriti prvi slucaj kada p lezi lijevo od v a za drugi slucaj ¢emo
komentirati razlike u odnosu na prvi. Neka je |vp| = d. Prema oznakama sa Slike 3.2 vidimo
da je dpvsp = — @1, dpvs’ = — o 1 Lpvsp, = ™ — ¢3. U drugom slucaju (kada je p desno
od v) je £pvsp = ¢1, £pvs’ = Po 1 Lpvsy = ¢3. 1z poucka o kosinusima slijedi da je

|spp|> = 1+ d* =+ 2dcos ¢y,
1s'p|> = 1+ d*+2dcos ¢y,
|spp|* = 1+ d* £ 2dcos ¢,



Aproksimacijski algoritmi za optimalno osvjetljenje scene 20

gdje '+ stoji kada je p lijevo od v, a =" kada je p desno od v. 1z (3.2) dobivamo da je

« 11—« 1
>
1+ d? £ 2d cos ¢3 + 1+ d?>£2dcospy — 1+ d? £ 2dcos ¢y

Sto sredivanjem daje

. (i(008¢1 —cos¢3)) 5, E(cosdr —cosn) (3.3)

|sp|? |spl?

Sada ¢emo rjeSenje nejednakosti (3.3) komentirati u dva prethodno opisana slucaja.

1. Kada je p lijevo od v, u (3.3) uzimamo '+, a kako je 0 < ¢y < ¢ < ¢p3 < 7 dobivamo
da je
cos ¢y — cos ¢y |spp|?
~ cos¢p —cos gy |sp?

4 1 COS @1 —COS P2 . |swpl? 3 1 i — Cosdy—cosgy
Bududi Je COS ¢p1—Cos ¢3 <1li |sp|? <1 dOVOL]IlO Je uzetl o = cos ¢1—cos ¢3

2. Kada je p desno od v, u (3.3) uzimamo '—’, a kako je 0 < ¢; < ¢o < ¢p3 < 7 dobivamo
da je
cos ¢y — cos ¢y |spp|?
T cos¢p —cos gy |sp?

2
Bududi je cosgi—cosdy 9 3 |sLp| > 1 dovoljno je uzeti o = COS 1 —COS P2

COs ¢p1 —CoS ¢p3 — |spl2 COS ¢p1—COS @3
0
3.3. Formulacija problema
Prethodno opisani problem mozemo formulirati na sljedec¢i nacin
min Z T
ses
x
uz uvjet Vp € L : > 3.4
et VpEL: D oy 2 (3.4)
sesS
zs > 0.

Prvi uvjet u (3.4) zahtjeva da u svaku toc¢ku na sceni L stigne dovoljno svjetla!?. Za
odredenu to¢ku p € L sumiramo ukupnu koli¢inu svjetla koja stigne u p iz svih izvora svjetla.
Koli¢ina svjetla koja iz s dolazi u p je obrnuto proporcionalna nekoj potenciji udaljenosti p

od s (vidi Poglavlje 3.1., str. 17). Sa izvora svjetla energije x5 u tocku p € L stize Fom

0pod pojmom dovoljno svjetla podrazumjevamo uvijet u kojem postavljamo donju granicu na ukupnu
koli¢inu svjetla koja je stigla u odredenu to¢ku na sceni. U naSem sluc¢aju donja granica iznosi 1.
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svijetla, gdje uzimamo da je 0 = 2. Drugi uvjet pokazuje da pretpostavljamo da na svaki
izvor svjetla mozemo poslati proizvoljno mnogo energije.

Problem u (3.4) nije LP. Scena L sadrZi neprebrojivo mnogo tocaka zbog ¢ega opti-
mizacijski problem ima neprebrojivo mnogo uvjeta. Formulacija (3.4) odgovara problemu
konveksnog programiranja (vidi [5]). Postoji aproksimacijski algoritam koji rjeSava problem
(3.4) do na aditivnu konstantu (vidi [13], str. 7). Jedna od osnovnih zadaca rada jeste
predstaviti aproksimacijske algoritme koji se zasnivaju na LP formulaciji.

3.4. (1 + ¢)-aproksimacijska shema

Jedna od osnovnih ideja u konstruiranju aproksimacijskih algoritama za problem (3.4) jeste
diskretizacija scene na prebrojivi konacan skup toc¢aka G koji ¢e zamijeniti scenu L. Umjesto
prvog uvjeta u (3.4) zahtijevat ¢emo da svaka tocka iz skupa G primi dovoljno svjetla. Na
taj nac¢in dolazimo do LP formulacije za problem (3.4). Rjesenje koje smo dobili ne mora
nuzno biti dopustivo u originalnom problemu iz (3.4). Odredit ¢emo konstantni faktor kojim
je dovoljno pomnoziti rjesenje LP problema i dobiti dopustivo rjesenje originalnog problema.
Pokazat ¢emo da je to rjeSenje ujedno (1 + €)-aproksimacija.
Slijedi opis algoritma za konstrukciju skupa G.

Definicija 3.2 (Udaljenost do najblizeg izvora svjetla). Za svaku tocku p € L definiramo
Junkciju ens(p) : L — [0, 4+00) na sljedeci nacin

ens(p) = min d(p, s).

sto predstavlja udaljenost od p do najbliZeg izvora svjetla.
Primjedba 3.1. Funkcija ens(-) je 1-Lipschitz neprekidna, odnosno ens(p) < ens(q)+1-|pq|.

Koristeci nejednakost trokuta lako je dokazati prethodnu primjedbu. Neka su s,,s, € S
takvi da je ens(p) = |ps,| i ens(q) = |¢s,|. Tada je

ens(p) = min [ps| < |psq| < [pg| + lgsq| = ens(q) + 1 |pal.

Diskretizacija scene provodit ¢e se na osnovu udaljenosti do najblizeg izvora svjetla. Na
podrudjima scene gdje je ens(-) mali'! nalazit ¢e se vige toc¢aka, a na mjestima gdje je ens(-)
veliki nalazit ¢e se manje tocaka. U tom slucaju jasno je da udaljenosti medu tockama na
sceni moraju ovisiti o funkciji ens(-). U nastavku dajemo definiciju takvog skupa.

Definicija 3.3 (e-dobar skup tocaka). Skup tocaka G C L koji ima sljedeée svojstvo
Vpe L3ge G :d(p,g) <e-ens(p),

naziva se e-dobar skup tocaka.

11tj. na mjestima gdje je "najblizi izvor svjetla veoma blizu"
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Pretpostavimo da je najmanja udaljenost svakog izvora svjetla do scene L jednaka 1 te
da je duljina scene jednaka D. e-dobar skup tocaka mozemo dobiti tako da pocevsi od neke
tocke p € L u skup G dodajemo tocke na udaljenosti €, a to ¢inimo duZ cijele scene L (vidi
Sliku 3.3). Na taj nacin konstruirali smo skup veli¢ine O(£). Pokazat ¢emo da e-dobar skup
mozemo konstruirati i sa manje tocaka u asimptotskom smislu.
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Slika 3.3: Trivijalan e-dobar skup tocaka

Pretpostavimo da postoji samo jedan izvor svjetla s'2. Po¢nimo od krajnje lijeve tocke
p; na sceni L'3. Dodajmo p; u skup G,. Nastavljamo s konstrukcijom skup G, tako da
desno od p; dodamo tocku na udaljenosti 2eens(p;). Postupak nastavljamo iterativno sve
dok je moguce dodati tocku koja je na sceni L. Prethodno opisani postupak formaliziran je
u Algoritmu 3.1.

Algoritam 3.1: e-dobar skup tocaka
Ulaz: duljina scene D, izvor svjetla s, krajnja lijeva tocka py, €
Izlaz: skup tocaka G

Gy + Gy U {po};
p < tocka na sceni L desno od py na udaljenosti 2eens(py);
while p je na sceni L do

L G, + G, U {p};

p < tocka na sceni L desno od p na udaljenosti 2eens(p);

Sljedeca lema tvrdi da je skup G, konstruiran u Algoritmu 3.1 e-dobar skup toc¢aka dajuci
asimptotsku ocjenu za njegovu veli¢inu.

Lema 3.2. Neka je s € S i e > 0. Tada za skup G4 dobiven Algoritmom 3.1 vrijedi:

12Qva pretpostavka ne umanjuje opéenitost buduéi da smo u prethodnom poglavlju pokazali kako pomoéu
Voronoijevog dijagrama moZemo smanjiti broj izvora svjetla. Naime, svaka Voronoijeva celija V(s) koja
sijeCe scenu L odredit ¢e segment kojem ée pripadati samo jedan izvor svjetla s

mozemo podceti i od bilo koje druge tocke sa malom modifikacijom algoritma, vidi [13], str. 10
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a) Gy je e-dobar skup tocaka za jedan izvor svjetla s € S
b) |Gs| =0 (@), gdje je D duljina scene L.
Dokaz.

a) Neka je p € L. Treba pokazati da postoji tocka g € G takva da je d(p,g) < eens(p).
Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da je r < p < q gdje su r,q € G, takve da je
r,q >~ s, te da je r prva tocka lijevo od p, a g prva tocka desno od p (dokaz se provodi
analogno ako pretpostavimo da je p izmedu dvije tocke iz G4 koje se nalaze lijevo od
s). Zbog pretpostavke r < p vrijedi da je ens(r) < ens(p) (vidi Sliku 3.4). Ocito je

Iral

min {d(p,7),d(p,q)} < 5

AN
\\\ \\\ens(p)
\ \

ens(r), " min {d(p, r), d(p, 0)}

\

\ \

N .

X \
\
\
L \ \
\ \

g=r p q

Slika 3.4: e-dobar skup tocaka Gy

Kako je |rq| < 2eens(r) (prema konstrukeiji iz Algoritma 3.1), dobivamo da je

min {d(p,r),d(p,q)} < eens(r) < eens(p).

Tocku g biramo medu tockama r i ¢ tako da uzmemo onu koja je bliza tocki p.
b) Sada ¢emo odrediti asimptotsku ocjenu za kardinalitet skupa G,. Neka je d udaljenost
izvora svjetla s od scene L, te neka su tocke P, P, € L kao na Slici 3.5.

Tada je ens(p) > d za svaku tocku p € P,P,, odnosno |uv| = 2eens(u) > 2ed. Zakljucu-
jemo da je unutar PP, sadrzano O(1/¢) tocaka.

Sada ¢emo ocjeniti broj tocaka izvan segmenta P, P,. Neka su P;, P,y; > P,. Prema
poucku o kosinusima slijedi da je

ens(Piy1)? = |PiPiy1|? + ens(P;)? — 2ens(P;)| PPy | cos a
= 4e%ens(P;)? + ens(P;)? — 4eens(P;)? cos a
= ens(P;)?(1 + 4€* — 4ecosa) > ens(P;)?*(1 + ¢)?
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B J P, P Pz‘-+1

Slika 3.5: Ocjena broja tocaka u skupu Gy

gdje posljednja nejednakost slijedi iz ¢injenice da je %’T < a < m,odnosno —1 < cosa <
—3. Odatle dobivamo da je ens(P;i1) > ens(P;)(1 4 €) §to znadi da udaljenost izmedu
tocaka unutar PP, raste najmanje s faktorom a = 1 + € u svakoj iteraciji. Sada ¢emo
odrediti gornju medu na broj to¢aka izvan intervala P,P,.

|Gs|—1 |Gs|—1
D > 2¢ Z |pipis1| = 2¢€ Z ens(p;)
i=0 1=0
e A |
> 2eens(po) ; a’ > QEﬁ,

Sto transformacijom daje

D log (D +2) — 1
<l —4+1)=
Gl <lo, (5 +1) = 502
<log(D+2):O log D ‘
~ log(1+e) €

jer jelog (1 +¢€) ~ezaer0.

Buduéi da broj to¢aka unutar PP, ima ocjenu O(1/¢) mozemo zakljuéiti da je O(*22)
ocjena za ukupan broj to¢aka generiranih Algoritmom 3.1. U

Ukoliko duljinu scene D smatramo konstantom, ocjena iz Leme 3.2 je ujedno asimptotski
donja ocjena. Koristeéi pretpostavku da je izvor svjetla s udaljen za bar 1 od scene L,
veli¢ina praznog susjedstva ens(:) moze biti najvise /1 + D?2. Tada je broj to¢aka unutar
(s najmanje d(ZQ) = E\/12D2 = Q(2), odnosno |G,| = O(2) (vidi [11], str. 42).

U Algoritmu 3.1 pokazali smo kako konstruirati e-dobar skup toc¢aka za jedan izvor svjetla
s € S. Neka je G = (J,.q Gs. Nije se tesko uvjeriti da je G e-dobar skup za cijeli S (odnosno
za sve izvore svjetla). Za svaku tocku p € L o€ito postoji tocka koja je najvise udaljena za
€ - ens(p) jer je ens(p) = d(p, s,) za neki s, € S a G, je e-dobar skup unutar kojeg mozemo
pronadi takvu tocku. Asimptotski gornja ocjena za broj tocaka u G' je O(* log D).
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Moze se postaviti pitanje da li smo "pretrpali" skup GG s nepotrebnim toc¢kama dodajuéi
svaki put novi G po cijeloj duljini scene. Sljedeca lema pokazuje da je G "pretrpan" i da je
koristenjem Voronoijevog dijagrama moguce konstruirati asimptotski manji e-dobar skup G.

Lema 3.3. Postoji e-dobar skup tocaka G ¢iji kardinalitet ima gornju asimptotsku ocjenu

O(Zlog (1+ 2)).

Dokaz. Kao i u prethodnom poglavlju, uzmimo u obzir samo Voronoijeve éelije koje si-
jeku scenu L. One mogu podijeliti scenu L u najvise n dijelova koje ¢emo oznaciti sa
D1, Dy, ..., D,. Svakom dijelu D; odgovara odredeni izvor svijetla s; € S. Iz definicije
Voronoijevog dijagrama slijedi da je ens(p) = d(p,s;), za svaku tocku p € D;. Neka su
di,ds, ..., d, redom duljine dijelova scene Dq, Ds, ..., D,. Na svaki dio D; mozemo primi-
jeniti Algoritam 3.1. Dobiveni e-dobar skup ozna¢imo sa G;. Neka je G = |J; G;. Tada je

prema Lemi 3.2

G| =) |G| =0 (%Zlog(udi)) .

=1

Ova suma postize maksimum kada su svi dijelovi jednake duljine, tj. kada je d; = %. U

Lema 3.4. Neka je G e-dobar skup tocaka, te neka su p i q dvije susjedne tocke iz G. Tada
je

Ipql < 2¢

pal < -

- ens(p).

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti pretpostavimo da je p < ¢. Neka je z € L tocka takva
da je |pz| = |zq|. Prema Definiciji 3.3 znamo da je |zq| < eens(z). Koriste¢i Primjedbu 3.1
dobivamo da je

1
Ipg| = 2|2q| < 2eens(z) < 2¢(ens(p) + |pz|) < 2¢(ens(p) + §|pq|),

odnosno
(1 —€)|pg| < 2eens(p).

Sredivanjem gornje nejednakosti dobivamo tvrdnju leme. U

Lema 3.5. Neka je xs rjesenje LP-a u (3 4) s obzirom na e-dobar skup tocaka G, gdje je
e <czaneki0<c<1. Tada je (1+ ( ) )a:s dopustivo rjesenje originalnog problema

u (3.4), tj. mnoZenje rjeSenja x5 s faktorom 1 + ( )26 osigurava dovolyno osvjetljenje svih
tocaka na sceni L.

Dokaz. Rjesenje x4 zadovoljava uvjet da je svaka tocka p’ € GG dovoljno osvijetljena. Pret-
postavimo da je p € L tocka koja ne pripada skupu G. Zelimo pokazati da mnozenjem
rjeSenja @ s faktorom ¢ = 1 + O(e) postizemo da je

Zd’ s>, (3.5)

= >
= |spl
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tj. da toc¢ka p prima dovoljno svjetla. Bududi je |sp| < |sp/| + |p'p| Vs € S, iz Leme 3.5 slijedi
da je

Y- xs Z Y- xs Y- xs
2Tl 2 2 T v o > (3.6)
2 — / 'm|)2 — N\ 2
|sp cs (|sp'| + 1p'p]) ses |sp/|? (1 + 1; . el‘lssp(lz")>

Prema Definiciji 3.2 slijedi da je ens(p’) < [p's| odnosno %ﬁ” < 1 za svaki s € S. Zbog

pretpostavke da p’ € G prima dovoljno svjetla, dobivamo da je

¢ cLg 5 2 ¢ — (37)
ses |sp/|? <1—i— < %) (1+:=)
Iz (3.6) i (3.7) vidimo da je dovoljno zahtijevati
v s=9y(1—¢?>1
(1+1=)

Slika 3.6: Odredivanje broja v

0dnosno ¢ > —5z. Neka su ¢ = Ye)=k-e+1if(e) = ﬁ (vidi Sliku 3.6) takvi da

je ¥(0) = f(0) i w(c) = f(c). Konstante k i [ dobivamo iz trazenih uvjeta
2—-c

¢:¢(6):1+<1—C)2

€.

Sada vidimo da je
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(1—1¢)? 1—¢)? 1-
1 1
2”((1—6)2+1—e)6
o
C(1—e)?

O
Specijalno za ¢ = % dobivamo da je ¥ = 1 + Ge.
Rezultati Leme 3.3 i Leme 3.5 objedinjeni su u sljede¢em kljuénom teoremu za ovo
poglavlje.

Teorem 3.1 ((1 + €)-aproksimacijska shema). Neka je D duljina scene L i S skup izvora
svjetla od kojih je svaki barem na jedinicnoj udaljenosti od scene L. Tada je moguce izracunati
Ts kao kolicine energije za svaki izvor svjetla s € S tako da svaka tocka na sceni L primi
nagmange jedinicnu kolicinu svjetla gdje je

Zws < (1+e)ZxSOPT,

seSs seS

gdje je x9FT optimalna kolicina energije (tj. rjesenje problema iz (3.4)). Ts je mogude

izracunati u polinomijalnom vremenu rjesavajuci LP sa O(* log %) uvjeta 1 n varyjabli.

3.5. Jednostavni O(1)-aproksimacijski algoritam

(1+4-€)-aproksimacijski algoritam za problem osvjetljenja scene koji smo konstruirali u prethod-
nom poglavlju zasniva se na rjeSsavanju LP-a koji i pored toga $to je polinomijalan zahtjeva
dosta vremena. Pored toga, postoji i logaritamska zavisnost o duljini scene D. U ovom
poglavlju konstruirat ¢emo, izmedu ostalog, jednostavni kombinatorijalni algoritam koji se
izvrsava u O(n?) vremenu. Skup to¢aka G iz prethodnog poglavlja dodatno ¢emo relaksirati
na veli¢inu reda O(n). RjeSenje takvog reduciranog problema razlikovat ¢e se od rjeSenja
originalnog problema u faktoru reda veli¢ine O(1).

Sada ¢emo detaljnije opisati funkciju ens(p). Pretpostavimo li da je scena L skup tocaka

L={(p.0):0<p<D}CER
gdje je D duljina scene L, funkciju ens(-) mozemo definirati kao funkciju jedne varijable.

Propozicija 3.1. Neka je V(S) Voronoijev dijagram skupa S i l; = LN V(s;) dijelovi scene
L unutar Voronoijevih celija V(s;) koje sijeku scenu L i za 1 < i < m. Neka su v; tocke
presjeka Voronotijevih bridova sa scenom L (vidi Sliku 3.7) i ens(+) : [0, D] — R, gdje je D
duljina scene L. Tada vrijede sljedece tvrdnge:
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S92
S1

| ens(+)
|
|
‘ l
54 | |
S6 S5 : :
| |
| |
| |

- | | L
0 vlr U2 D . .
0 U1 V2 D
(a) Presjek Voronoijevog dijagrama i scene L (b) Funkcija ens(-)

Slika 3.7: Analiza funkcije ens(-)

a) Funkcija ens(-) je diferencijabilna u svim tockama osim u v;.

b) U tockama v; funkcija ens(-) postize lokalne maksimume.

Dokaz.

a) Neka je v; tocka presjeka scene L i Voronoijevog brida izmedu ¢elija V(sg) i V(Sg41),
gdje je 1 <k <m —1 (vidi Sliku 3.7). Ocito je l; = [v;—1,v;] gdje suvg =01 v, = D.
Vidimo da je svakoj tocki p € [; (tj. p € V(s;)) najblizi izvor svjetla s;. To znadi da je

ens(p Z I, (p) - d(p, si). (3.8)

gdje je I,,(-) indikator intervala I;. Neka je sp = (sf,57) 1 sk = (Sf4q,5141)- Sada ¢emo
ispitati diferencijabilnost funkcije ens(-) u tocki vg. Derivacija s lijeva (vidi [15]) u
tocki vg je zadana sljedeéim izrazom:

ens(v) — ens(vy) d(v, s) — d(v, sk)

ens(v,)_ = lim = lim
v, U — Vg vy U — Vg
_ d(v, sk) — d(v, sk) d(v, sk) + d(v, si)
= 11m .
v—v v — U d(v, s) + d(v, k)
_ lim d*(v, sp) — d*(vg, sk

v=uy (U - Uk)(d(vv Sk) + d(Uk, Sk))
(5% = )" + (s1)* = ((s — w)” + (51)°)

= lim
v=u, d(U, Sk) + d(vlﬁ Sk)
~ fim P URT2SE TS (3.9)

vovg d(v,58) + d(vg, s)  d(vg, s)”



Aproksimacijski algoritmi za optimalno osvjetljenje scene 29

Na slican na¢in se moze pokazati da je

x
' Uk — Sk41

ens(vg), = Ao ner). (3.10)

Kako je si # sf 4 i d(vk, sp) = d(vg, sp+1) = ens(vg), iz (3.9) i (3.10) slijedi da je
ens(vk)/_ = ens(vk);,

odnosno, funkcija ens(-) nije diferencijabilna u tockama v, 1 < k < m. Ukoliko je
v # vy, izrazi u (3.9) i (3.10) imaju jednake vrijednosti.

b) Dokaz jednostavan (geometrijski).
O

Lema 3.6. Neka je Gy skup tocaka vy € [0, D] u kojima funkcija ens(-) ima lokalne maksi-
mume (tocke iz Propozicije 3.1). Nadalje, neka je x3, dopustivo rjesenje problema u (3.4) u
odnosu na skup tocaka Gy . Tada je x* = 4 - x}, dopustivo rjeSenje u odnosu na sve tocke
scene L.

Dokaz. Neka jep € Lip & Gy. Neka je tocka py € Gy takva da je p sadrzana u krugu
polumjera ens(py). Takva tocka py uvijek postoji jer je svaka toc¢ka na sceni L sadrzana
u najmanje jednom krugu s centrom u prvoj lijevoj ili prvoj desnoj susjednoj tocki u Gy .
Jasno je da vrijedi ens(p,) < d(pv,s) za svaki s € S, tj. svi izvori svjetla su najmanje
ens(py ) udaljeni od tocke py. Prema izboru tocke py imamo da je |ppy| < ens(py). Nadalje,
vrijedi i sljedece
ps| < |ppv |+ [pvs| < ens(py) + |pvs| < 2[pys|.
Sada ¢emo odrediti faktor ¢ takav da je > LTS,

s€S Jps]2 =
v (
D Z

ses
Vidimo da je dovoljno uzeti ¢ = 4, odnosno da je * = 4 - 3, dopustivo rjeSenje za problem
u (3.4). O

Direktna posljedica prethodne leme je sljedeci korolar.

IPS|2 4lpvs|2

Korolar 3.1. Rjesavanje LP-a s najviSe n+ 1 uvjeta (kada zahtjevamo da svaka tocka u Gy
dobije dovoljno svjetla) predstavlja 4-aproksimacijski algoritam za problem w (8.4).

Drugim rije¢ima, ako Zelimo O(1)-aproksimaciju rjeSenja, to moZzemo posti¢i u vremenu
neovisnom o duljini D scene L. Nasuprot tome, kod (1+ €)-aproksimacijske sheme imali smo
logaritamsku ovisnost o duljini scene.
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Algoritam 3.2: a-reduciranje skupa Gy
Ulaz: skup tocaka Gy, konstanta o > 0
Izlaz: skup tocaka Gp

Gp = Gy;
Izra¢unati ens(p;) za svaki p; € Gp;
Sortirati p; u padaju¢em poretku prema vrijednosti funkcije ens(+), tj. tako da je
ens(p1) > ens(p2) > ... > ens(pm);
fori=1,...,ndo
if p; € Gp then
for j=i+1,...,ndo
if |pip;| < aens(p;) and p; € Gp then
L | Gp=Gp\{p;}

return Gp;

3.5.1. « - reduciranje skupa Gy

U nastavku zelimo konstruirati skup toc¢aka Gy koji mora imati svojstvo da je |pip;| >
C' - max {ens(p;), ens(p,)} za neku konstantu C' > 0. Buduéi da ovo svojstvo ne mora uvijek
biti zadovoljeno, konstruirat ¢emo algoritam koji ¢e ukloniti nepotrebne tocke.

U nastavku ¢emo pokazati da za konstantu « ¢ak i nakon uklanjanja toc¢aka (tj. za skup
Gp) mozemo konstruirati O(1)-aproksimacijski algoritam koristeéi skup Gp. Prvo éemo
odrediti konstantu kojom trebamo pomnoziti dopustivo rjesenje problema (3.4) u odnosu na
skup Gy.

Lema 3.7. Neka je x3, dopustivo rjesenje problema (3.4) takvo da svaka tocka iz Gp primi
dovoljno svjetla. Tada je 3, = (1 + «)? - 2% dopustivo rjesenje za skup tocaka Gy D Gp.

Dokaz. Neka je p; € Gy i p; € Gp. Pretpostavimo da je p; € Gp tocka zbog koje je p;
izbacCena iz skupa Gp. Prema Algoritmu 3.2 slijedi da je bio ispunje uvjet |[p;p;| < aens(p;).
Sada imamo da je

pis| < |pipj| + |pjs| < cens(p;) + |p;s|
< alp;s| + |pjs| = (1 + a)|p;s].
Slicno kao i u dokazu Leme 3.6 zakljucujemo da je dopustivo rjeSenje 3 dovoljno pomnoziti
faktorom (1+ «)?, tj. da je (14 a)?-x% dopustivo rjesenje problema (3.4) s obzirom na skup

tocaka Gy . O

Lema 3.8. Za bilo koje dvije tocke p;,p; € Gp vrijedi sljedece svojstvo:

[pipj| 2 aomax {ens(p;), ens(p;)}-
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Dokaz. Dokaz slijedi iz Algoritma 3.2. Kada ovaj uvjet ne bi bio ispunjen mogli bismo

razmotriti dva slucaja koji vode u kontradikciju. U prvom slu¢aju kada je ens(p;) > ens(p;),

tocka p; bi bila izbacena iz skupa G'p, inace bi bila izbacena tocka p;. U
Direktna posljedica Leme 3.7 i Korolara 3.1 je sljedeci korolar.

Korolar 3.2. Rjesavanje LP-a s uvjetima da svaka tocka u Gp primi dovoljno svjetla pred-
stavlja 4(1 + «)?-aproksimacijski algoritam za problem u (3.4).

Sada ¢emo opisati kombinatorijalni algoritam koji sluzi za pridruzivanje energije izvorima
svjetla iz skupa S. Pretpostavimo da je |Gp| = k, te da svakoj tocki p; € Gp odgovara njoj
najblizi izvor svjetla s; kojem ¢emo pridruziti koli¢inu energije z;.

Algoritam 3.3: Kombinatorijalni O(1)-algoritam

Ulaz: skup tocaka Gy, konstanta o > 0
Izlaz: rjeSenje =%

Izracunati skup tocaka Gy koristeé¢i Voronoijev dijagram skupa S

Koristec¢i Algoritam 3.2 odrediti skup Gp s konstantom «, |Gp| = k;

Sortirati p; € Gp u padaju¢em poretku prema vrijednosti funkcije ens(+), tj. tako da je
ens(p1) > ens(p2) > ... > ens(pg);

fori=1,...,k do

Lj

}

i—1
(l‘*P)’L = max {Oa |p’isi|2 1= Z 2
= Isipil

* .
return xp;

Osnovna ideja Algoritma 3.3 je pridruzivanje energije izvoru svjetla koji odgovara tocki iz
G'p i to samo onoliko koliko je potrebno da ta tocka primi dovoljno energije (uzimajuéi u obzir
i koli¢inu svjetla koja dolazi sa ostalih izvora). Pridruzivanje se odvija u padaju¢em poretku
s obzirom na vrijednost funkcije ens(+). Vrijeme izvrsavanja algoritma je reda veli¢ine O(n?).

Sljedeci cilj je dokazati da energija koju prima bilo koji izvor svjetla nece premasiti
odredenu konstantu.

Neka je P~ svjetlo primljeno od svih izvora svjetla s; gdje je 7 < i (sa izvora svjetla
lijevo od s;), P~ svjetlo primljeno od izvora svjetla s;, P svjetlo primljeno od svih izvora
svjetla s; gdje je j > i (sa izvora svjetla desno od s;).

Primjedba 3.2. [z Algoritma 3.3 vidimo da ce izvor svjetla s; biti koristen ako i samo ako
tocka p; nije primila dovoljno svjetla sa izvora kojima je energija veé pridruZena tijekom
algoritma. U terminima prethodnih oznaka vrijedi da je

P->0& PE <1

Lema 3.9. P <4
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Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da sve tocke p; za j > i leZe desno od p;
(ovo moramo pretpostaviti jer smo u Algoritmu 3.2 vrsili sortiranje). Iz Leme 3.8 i ¢injenice
Ipis;| + |s;pi| > |pip;| za svaki 1 <4, 5 < k slijedi

Ipis;| > [pipj| — |sjps] = [pip;| — ens(p;)
7j—1
= (Z ‘plpz+1|> — ens(p;)
=1

> (Za - max {enS(pz),enS(pz+1)}> — ens(p;)

=« (2—: ens(pﬂ) — ens(p;). (3.11)

Pretpostavimo da je o > 2 te da je x = { ; ens(pl) iy = ens(p;). Ocigledno je z >y

bududi je ens(p;) < ens(p;) za [ > j. Sada je ocigledno
(@ z—y) > Q20 —y)*=(z+(x—y)
= 2% 4+ 2z(x — y) +y* > 22

_ 2 A 2
odakle slijedi da je <a ( i ens(pl)> — ens(pj)> > <Z?:_¢1 ens(pl)> . Iz (3.11) slijedi da je

[pis;l® > (Z_: ens(pz)> : (3.12)

Sada ¢emo odrediti ocjenu za P;. Iz Algoritma 3.3 vidimo da je svakom izvoru svjetla s;
pridruzeno najvise ens(p;)? energije (jer je s; izvor svjetla najblizi tocki p;), tj. z; < ens(p;)?.
Kako je ens(p;) > ens(p;) za ¢ <1 < j— 1, imamo da je

k 2
x; ens(p;)
PP=Y H_<¥} )
j=i+1 [pis;? j=i+1 (§ ! ens(p ))2
l=i

i ens(p;)? b 1
< 2 = —
< 2 Gy Z G—ip
k—i [e%s)
1 1 772
-Y s Z % (3.13)
]:1 :

Posljednja jednakost u litaraturi poznata je kao rjesenje Baselovog problema. Postoji vise
nacina rjesavanja ovog problema a svi oni koriste razli¢ite pristupe i razli¢ite matematicke
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alate. Prvi je L. Euler'* dao rjesenje ovog problema 1735. godine. Pored dokaza koji koriste
napredna znanja matematicke analize i analiticke teorije brojeva, postoje i dokazi koji ne
koriste nista vise od elementarne matematike. Buduéi da ovo izlazi iz opsega rada vise
pogledati u [1], str. 35.
Mnozenjem ocjene iz (3.13) s 2 dobivamo tvdnju leme za sve p;. O
Sli¢no kao i u prethodnoj lemi, u nastavku dajemo gornju medu za ukupnu energiju koja
u tocki p; € Gp dolazi iz svih izvora svjetla koji se nalaze lijevo od s;.

Lema 3.10. P~ < 6.

Dokaz. Neka je p; za j < ¢ prva tocka lijevo od p; takva da je x; > 0, tj. da je aktiviran
j-ti izvor svjetla. Iz konstrukcija Algoritma 3.3 slijedi da je P~ + Pj< = 1. Prema Lemi 3.9
znamo da p; prima najvise 2 jedinice svjetla od svih izvora svjetla koji se nalaze lijevo od s;
a imaju indekse k£ > j. Dakle, najvise 3 jedinice svjetla stigne u p; s lijeva a isto toliko i s
desna, odakle zaklju¢ujemo da je P~ < 6. O

Koristec¢i prethodne dvije leme i ¢injenicu da je P~ < 1, dobivamo sljede¢i korolar koji
daje gornju i donju medu na koli¢inu svjetla koje stize u bilo koju tocku p; € Gp.

Korolar 3.3. Ako su kolicine energije x; pridruZene izvorima svjetla iz Sp u skladu s Algo-
ritmom 3.3, onda za svaku tocko p; € Gp vrijedi sljedece

1< P =P +P +P <4+14+6=11

3.5.2. QOdredivanje aproksimacijskog omjera

U narednoj analizi prethodno opisanog kombinatorijalnog algoritma koristit ¢emo se teorijom
dualnosti za linearnu optimizaciju koja je u kratkim crtama opisana u poglavlju 2.3. na 10.
stranici. Za rjeSenje x* koje smo dobili kao rezultat Algoritma 3.3 odredit ¢emo koliko je
"udaljeno" od optimalnog osvjetljenja tocaka u skupu Gp. Nakon toga se pozivamo na
rezultat Korolara 3.2 koji nam govori da je 4(1 + «)?z* dopustivo rjeSenje za originalni
problem opisan u (3.4).

Metoda primal-dual fitovanja'® zasniva se na odnosu PLP i DLP problema, te njihovih
optimalnih vrijednosti funkcija cilja. Osnovna ideja jeste predstaviti kombinatorijalni algo-
ritam kao iterativno popravljanje primalnog i dualnog rjeSenja tako da na kraju algoritma
primalno rjeSenje bude omedeno sa dualnim rjeSenjem pomnozemog s odredenom konstan-
tom. Bududi da dobiveno dualno rjeSenje nije dopustivo osnovni korak analize jeste skaliranje
dualnog rjesenja tako da ono postane dopustivo. Koristec¢i se teoremom o jakoj dualnosti,
dobit ¢emo da je faktor skaliranja ujedno i aproksimacijski odnos za nas algoritam.

Sada ¢emo formulirati PLP problem za skup tocaka Gp i skup izvora svjetla Sp na
sljedeci nacin

14Leonhard Paul Euler (15. travnja 1707. — 18. rujna 1783.), §vicarski matemati¢ar
Beng. Primal-dual fitting
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min g, Ts
uz uvjete g, % > 1, VpeGp (3.14)
T > 0, Vs € Sp.

DLP problem koji odgovara problemu u (3.14) ima sljedeéi oblik:
max Zper Yp

uz uvjete ZPGGP% < 1, VseSp (3.15)
Up > O, VPEGP.

Sli¢no kao i za Primjer 2.1, dualni problem u (3.15) ima svoju interpretaciju. Zamislimo
da su y, za p € Gp tezine tocaka u Gp pomocu kojih mozemo izraziti "utjecaj" na svaki
izvor svjetla s u Sp. Zelimo da ukupne tezine svih tocaka bude maksimalan ali tako da
ukupni utjecaj svih tocaka na jedan izvor svjetla bude najvise 1.

U sljedecoj lemi dajemo odnos izmedu |s;p;| i |s;p;| nakon a-reduciranja opisanog u
Algoritmu 3.2.

Lema 3.11. Neka su s; € Sp 1 p; € Gp dobiveni nakon a-reduciranja. Tada vrijede sljedece

(6% Sl J J (8% '

Dokaz. 1z nejednakosti trokuta slijedi da je

1sip;| < [sipil + |pips| = |pips| + ens(pi) < |pisj| + |sjps| + ens(p;)
= |pis;| + ens(p;) +ens(p;) < |p;is;| +2E, (3.16)

gdje je £ = max{ens(p;), ens(p;)}. Iz Leme 3.8 i nejednakosti trokuta slijedi da je

ol < pipj| < |pisj| + |sp;| < |pis;| + B

sto daje
|pis;
E<—. 3.17
T a—1 ( )
Koristeéi (3.16) i (3.17) dobivamo da je
sl < lsyml (14—
SiPil = |SiPi — .
bi iP a—1
Lijevu nejednakost dobivamo analogno. U

Nije tesko uociti da je odnos 1+% <2zaa > 3,tj. daje |s;p;| dulji od s;p; najvise dva
puta. Uzmemo li da je y; koli¢ina svjetla koje stize u tocku p; € Gp dobit éemo nedopustivo
rjeSenje za DLP problem u (3.15). Sljedeca lema pokazuje da skaliranje rjeSenja y dobivamo
dopustivo rjesenje DLP problema.
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Lema 3.12. Neka je * rjeSenje PLP problema u (3.14) dobiveno Algoritmom 3.3 te neka je
cp vrigednost funkcije cilja za to rjesenje. Tada postoji dopustivo rjesenje y* DLP problema
u (3.15) s vrijednoséu funkcije cilja ¢, tako da vrijedi

1 *

> -

44°P
Dokaz. Dokaz je konstruktivan. Pretpostavimo da postoji f > 0 takav da je y; = [z].
Treba odrediti § tako da y* bude dopustivo rjeSenje DLP problema u (3.15). Neka je s; € Sp
. 1p;, € Gp. Tada je

m y* m x¥
i__3 i (3.18)
ZZI |sipil® ZZI |sipil®

Iz Leme 3.11 slijedi da je

odnosno | | | |
SiPj SiPj
sipi| > > . 3.19
il 2 {2y 2 (3.19)
Nadalje, u Korolaru 3.3 imali smo da je
< 11. (3.20)
Zl zpj|2
Koristeci se relacijama (3.19) i (3.20) u (3.18) dobivamo da je
— ¥ 1] 2 1]
=p <B <1 + )
; |sjpil® ; |s;pil? a—1 Zl |sipj|?
2
= (1+ >B§115(1+ )<1
a—1 o —
Iz posljednje nejednakosti slijedi da je
1
T (1+ %1)
Dovoljno je uzeti @ = 3. Tada imamo da je [ = 4 1> odnosno da je y* = ;ax* dopustivo

rjeSenje u DLP problemu. Nadalje, za o > 3 imamo da je y; > 4 ¥ Sto daje

4 7
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Neka je 9P optimalno rjegenje PLP problema i ¢3F7 optimalno rjesenje DLP problema.

Budu¢i smo u Lemi 3.12 pokazali da je moguce konstruirati dopustivo rjeSenje ¢}, u DLP
problemu takvo da je ¢}, > 4—140*13, iz Teorema 2.2 o jakoj dualnosti slijedi da je

* * OPT _ OPT *
—cp <cp<c =cp = < cp.

Odatle vidimo da je ¢ < 44¢8FT | odnosno da je Algoritam 3.3 44-aproksimacijski algo-
ritam za reducirani skup toc¢aka Gp. To znaci da o} nije "loSije" vise od 44 puta u odnosu
na optimalno rjesenje koje dobivamo rjesavanjem PLP problema u (3.14). Iz optimalnog
rjeSenja za reducirani skup tocaka Gp mozemo dobiti dopustivo rjeSenje za originalni pro-
blem u (3.4) koje je veée od optimalnog za najvise faktor 4(1 + «)?. Rezultate prethodne
analize iskazat ¢emo u sljedeéem teoremu.

Teorem 3.2. Neka je L scena i S skup od n izvora svjetla. Postoji kombinatorijalni algo-
ritam koji u O(n?) vremenu izracunava koli¢ine energije za sve izvore svjetla tako da svaka
tocka na sceni L primi nagjmange jednu jedinicu svjetla. Aproksimacijski omjer je konstantan,
tj. dobiveno rjesenge je najvise O(1) puta veée od optimalnog.
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4. Implementacija aproksimacijskih algoritama

4.1. Wolframove demonstracije

U ovom poglavlju opisat ¢emo vizualizaciju problema optimalnog osvjetljenja scene u okviru
projekta Wolframove demonstracije's. Projekt Wolframove demonstracije podrazumijeva
izgradnju baze besplatnih Mathematica kodova za ilustraciju vrlo Sirokog spektra razli¢itih
problema na podrucju znanosti, tehnologije, matematike, umjetnosti, financija i mnogih
drugih polja.

Korisnicima i znalcima programiranja u Mathematici, kao i onima koji se bave znanstveno-
istrazivackim radom, pruza se moguénost interaktivne vizualizacije slozenih problema na
relativno jednostavan nacin. Osnovna prednost demonstracija lezi u moguénosti promjene
ulaznih parametara i evaluaciji izlaza u stvarnom vremenu. Demonstracije se mogu koris-
titi kao pomoéno sredstvo u nastavi matematike tako $to omogucuju lakSe razumijevanje
odredenih pojmova te brze i efikasnije rjesavanje zadataka.

Jednostavno i pregledno programiranje u nekoliko linija koda omogucava izgradnju ma-
njih aplikacija koje se mogu objaviti na web stranici projekta!”. Aproksimacijski algoritmi
za optimalno osvjetljenje scene koji su opisani u prethodnom poglavlju implementirani su
u okviru Wolframove demonstracije Stage Illumination Problem koja je objavljena na
stranici projekta (vidi [14]). U nastavku slijedi detaljan opis demonstracijskog projekta.

4.2. Opis projekta

Kao i u prethodnom poglavlju, bavit ¢éemo se samo dvodimenzionalnim slu¢ajem gdje je scena
predstavljena duzinom, a izvori svjetla tockama u ravnini. Nas zadak je odrediti optimalnu
potrosnju energije za svaki izvor svjetla tako da ukupno potrosena energija bude minimalna
a svaka tocka na sceni dobije dovoljno svjetla. U prethodnoj cjelini, preciznije u Teoremu 3.1
i Korolaru 3.1, vidjeli smo da na§ problem moZzemo rijesiti (1+ ¢)-aproksimacijskom shemom i
4-aproksimacijskim algoritmom. Koristenjem ovih algoritama implementirat ¢emo problem
tako da svakoj tocki (izvoru svjetla) mozemo mijenjati polozaj nakon Cega se mijenja i
optimalna energija pridruzena tom skupu tocaka.
Demonstracijski projekt éemo podijeliti u nekoliko klju¢nih cjelina:

e Moduli
e Kontrolno sucelje

e Graficko sucelje

6eng. Wolfram Demonstrations Project
"Wolfram Demonstrations Project - http://demonstrations.wolfram.com/



Aproksimacijski algoritmi za optimalno osvjetljenje scene 38

4.2.1. Moduli

Mathematica pruza moguc¢nost definiranja funkcija koje se mogu pozivati iz razli¢itih dijelova
koda. Prilikom poziva modula prosljedujemo proizvoljan broj argumenata koji se unutar
modula ponasaju kao lokalne varijable (vidi [7], str. 178). Rezultati racunanja u modulu
mogu biti pohranjeni u jednu varijablu . Ako Zelimo da jedan modul vraca vise varijabli,
moguce je koristiti liste. Elementi liste bit ée varijable koje Zelimo vratiti. Ovaj pristup
Cesto je koristen u projektu.

U projektu su koristeni sljede¢i moduli

e intersection

e roundToSigDigit

e energyOnStagePoint
e energyOnStage

e [PSol

e lightsourceimage

Modul intersection racuna priesjek pravca zadanog s dvije tocke koje su pohranjene
unutar liste x s pravcem y = 0 na kojem leZi scena. Pravac zadan s tockama u x predstavlja
brid Voronoijeve ¢elije za izvor svjetla i. Ukoliko je z-koordinata presjec¢ne tocke veca od nule
i manja od duljine scene, brid Voronoijeve celije sije¢e scenu L. U tom sluc¢aju koordinatu
x-koordinatu presjeka stavljamo na listu iP, a indeks izvora svjetla i stavljamo na listu sS

(vidi Sliku 4.1).

Module[{xkor, iP = iPoint, sS = sStage},
xkor = (x[[1, 111*x[[2, 2]] - x[[2, 1]11*x[[1, 211)/(x[[2, 2]] -
x[[1, 211);
If[0 <= xkor <= 40, iP = Append[iP, xkor];
sS = Append[sS, il;];
{iP, sS}];

intersection[x_, i_, iPoint_, sStage_]:=

Slika 4.1: Modul intersection

Modul roundToSigDigit koristimo za zaokruzivanje argumenta na odredeni broj deci-
malnih znamenki. Primjerice, poziv roundToSigDigit [12.543367,4] vraca 12.5434. Potreba
za zaokruzivanjem pojavila se prilikom formatiranja prikaza odredenih numerickih podataka
u grafickom sucelju.

Modul energyOnStagePoint ra¢una ukupnu koli¢inu svjetla koja stize u tocku stagePoint
sa izvora svjetla na pozicijama pos i energijama optimalEnergies.
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energyOnStage [stagePoint_, optimalEnergies_, pos_] :=
Module [{stagePointEnergy, p = pos},
stagePointEnergy =
Table[Totall
optimalEnergies/(Norm /@ (p -
Table[stagePoint[[i]], {Length[pl}1))~2] // N, {i,
Length[stagePoint]}1];

Slika 4.2: Modul energy0OnStage

LPSol[pos_, voron_, \[Epsilon]_, alg_]

Slika 4.3: Potpis modula LPSol

Modul energyOnStage ima isti zadatak kao i modul energyOnStagePoint s razlikom da
ra¢una ukupne koli¢ine svjetla na zadanom skupu tocaka stagePoint (vidi Sliku 4.2).

Modul LPSol je osnovni modul u projektu.

Unutar LPSol modula rijeSeni su sljedeéi zadaci:

e U skladu s rezultatima Leme 3.1 identificirani su izvori svjetla ¢ije Voronoijeve celije
sijeku scenu L.

e Scena L je podijeljena na segmente i za svaki segment odreden je e-dobar skup gdje je
e > 0.

e Nakon konstrukcije e-dobrog skupa G (prema Lemi 3.3), formuliran je LP problem i
odredene optimalne energije za izvore svjetla tako da tocke u skupu G primaju dovoljno
svjetla

U identifikaciji izvora svjetla ¢ije Voronoijeve Celije ne sijeku scenu L koristen je paket
ComputationalGeometry. Modul prima 4 argumenta (vidi Sliku 4.3). Prvi argument pos je
lista sa koordinatama tocaka koje predstavljaju izvore svjetla. Drugi argument voron je lista
koja sadrzi rezultate funkcije VoronoiDiagram pozvane na skupu tocaka pos. Unutar liste
voron imamo dvije podliste. U prvoj podlisti nalaze se dva tipa objekata. Prvi tip objekata
su dvoclane liste koje predstavljaju koordinate vrhova Voronoijevog dijagrama. Drugi tip
su Ray objekti koji predstavljaju zrake Voronoijevih celija. To su polupravci kojima je vrh
Voronoijevog dijagrama ishodisna tocka. Zrake se pojavljuju u neomedenim Voronoijevim
¢elijama. Objekt Ray koji predstavlja zraku sadrzi dvije dvoclane liste. Prva dvoc¢lana lista
predstavlja ishodiste zrake i to je svakako jedna od koordinata Voronoijevih vrhova. Druga
tocka odreduje polupravac (smjer). Prvo su navedene koordinate Voronoijevih vrhova a zatim
Ray tako da je moguée utvrditi indekse (redne brojeve elementa u listi) vrhova i zraka. Druga
lista ima onoliko podlista koliko ima Voronoijevih ¢elija. Svaka podlista sadrzi indeks izvora
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svjetla koji generira Voronoijevu ¢eliju i listu u kojoj se nalaze indeksi Voronoijevih vrhova.
To su vrhovi i zrake koji su incidentni toj Voronoijevoj ¢eliji. Navedeni su u suprotnom
smjeru od kazaljke na satu (vidi Sliku 4.4).

<< ComputationalGeometry*
pos = RandomReal [{1, 10}, {6, 2}1;
{voronVertices, voronCel} = VoronoiDiagram/[pos]

{{{1.17383, 6.04237}, {4.11488, 10.151}, {4.23474, 5.10748}, {4.60671,

5.20522}, {5.01962, 6.18202},

Ray[{5.01962, 6.18202}, {7.93335, 8.119}],

Ray([{4.11488, 10.151}, {5.19107, 14.1598}],

Ray[{4.23474, 5.10748}, {3.126, 0.782938}],

Ray[{1.17383, 6.04237}, {-4.25855, 5.13202}],

Ray[{4.60671, 5.20522}, {9.10893, 2.6399}1}, {{1, {2, 5, 6,
73}, {2, {3, 1, 9, 8}}, {3, {1, 3, 4, 5, 2}}, {4, {5, 4, 10,
6}, {5, {4, 3, 8, 10}}, {6, {1, 2, 7, 9}}}}

S6

S1

S4

52
S5

L

Slika 4.4: Voronoijev dijagram za skup od 6 toc¢aka

Koristeé¢i takvu strukturu Vonoijevog dijagrama moguée je odrediti izvore svjetla ¢iji
Voronoijeve ¢elije sijeku scenu L. Osnovna ideja algoritma je da procesira svaku Voronoijevu
¢eliju posebno, da utvrdi da li ona sadrzi bridove (generirane s dva susjedna Voronoijeva vrha)
i/ili zrake koji eventualno sijeku scenu. Na osnovu krajnjih vrhova jednog brida moguce
je utvrditi da li on sije¢e scenu L. Ukoliko su y-koordinate vrhova suprotnog predznaka,
pozivamo modul intersection. Kod zraka utvrdujemo predznak y-koordinate vektora koji



Aproksimacijski algoritmi za optimalno osvjetljenje scene 41

odreduje smjer zrake i predznak y-koordinate ishodisne tocke. Promatramo samo one zrake
kod kojih su ta dva predznaka suprotna. Kada pronademo takvu zraku, pozivamo modul
intersection (vidi Sliku 4.5). Kada prethodnu proceduru izvr§imo na svakoj Voronoijevoj
¢eliji, u listi sS nalaze se indeksi izvora svjetla ¢ije Voronoijeve éelije sijeku scenu L, a u listi
iP nalaze se z-koordinate presje¢nih toc¢aka (y-koordinate su 0 jer scena L leZi na pravcu

y=0).

For[i = 1, i <= numS, i++,
{For[j = 1, j <= Length[dC[[i, 2111, j++,

{
If[j == Length[dC[[i, 2]]1], m =1, m = j + 1];
If[dC[[i, 2, jl] <= numberOfVertices,
If[dC[[i, 2, m]] <= numberOfVertices,
If[Signlvr[[dC[[i, 2, j11, 21]1] == -Signl[
vr[[dC[[i, 2, m]], 2111,
{iP, sS} =
intersection[{vr[[dC[[i, 2, j111], vr[[dC[[i, 2, m]11]1}, i,
iP, sS11,

{ Iflvr[lac[[i, 2, m]], 1, 2]]1 < O,

If(vrlldCl[i, 2, ml]l, 2, 211 > vr[[dC[[i, 2, m]], 1, 211,
{iP, sS} =
intersection[vr[[dC[[i, 2, m]]]1], i, iP, sS1],
If[vrlldC[[i, 2, m]], 1, 2]] == O,
{iP, sS} =
intersection[vr[[dC[[i, 2, m]]]], i, iP, sS],

If[vr[[dC[[i, 2, m]], 2, 2]] < vr[[dC[[i, 2, m]], 1, 211,
{iP, sS} =
intersection[vr[[dC[[i, 2, m]1]]], i, iP, sS1111}]1,
Iffvrl[aCc[[i, 2, j11, 1, 2]]1 < O,

If [vr[laC[[i, 2, j11, 2, 211 > vr[ldC[[i, 2, j11, 1, 211,

{iP, sS} =
intersection[vr[[dC[[i, 2, j111]1, i, iP, sS]1],
If[vr[[dC[[i, 2, j11, 1, 211 == O,
{iP, sS} =

intersection[vr[[dC[[i, 2, jI1]11], i, iP, sS],

If(vr[[dC[[i, 2, j11, 2, 211 < vrl[ldC[[i, 2, j11, 1, 211,
{iP, sS} =
intersection[vr[[dC[[i, 2, j1111, i, iP, sS]111]
]
}
]
H

Slika 4.5: Algoritam za prepoznavanje izvora svjetla ¢ije Voronoijeve ¢elije sijeku scenu L
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Implementacija Algoritma 3.1 za konstrukciju e-dobrog skupa ostvarena je u modulu
discretizeStage (vidi Sliku 4.6). Argumenti a i b oznacavaju granice segmenta na sceni L
koji se nalazi u Voronoijevoj ¢eliji generiranoj izvorom svjetla s koji ima koordinate sx i sy.

discretizeStage[{a_, b_, sx_, sy_}] :=
Module[{dSt = {}, n}, dSt = Append[dSt, al;
n = First[dSt] +
2%\ [Epsilon] *EuclideanDistance [{First[dSt], 0}, {sx, sy}];
While[n <= b,
{ dSt = Append[dSt, n];
n = Last[dSt] +
2%\ [Epsilon] *EuclideanDistance [{Last[dSt], 0}, {sx, sy}];
}1; dstl;

Slika 4.6: Modul discretizeStage za konstrukciju e-dobrog skupa

U varijabli dStage nalaze se x-koordinate tocaka koje pripadaju e-dobrom skupu G
definiranom u Definiciji 3.3. U rjesevanju LP problema koristili smo Mathematica metodu
LinearProgramming (iscrpan opis ove metode moze se nacéi u [6], str. 4). Argumenti metode
su matrica A € RISI*™ gdje je n broj izvora svjetla, vektori b i ¢ koji odgovaraju formulaciji
LP problema u (2.3) s tim da dodajemo uvjete nenegativnosti « > 0. Na osnovu (3.4)
vidimo da je .
d2(5j7 pi) ’
gdiejep; € G, e=[11...1]TeR"ib=[11...1]7 € R,

[Alij =

A = Table[1/((pos[[j, 1]] - Flatten[dStage]l [[i]])~2 +
pos[[j, 211-2), {i,

Length[Flatten[dStagel]l}, {j, numS}];
Table[1, {Length[Flatten[dStagelll}];
Table[1, {numS}];
optimalEnergies = LinearProgramming[c, A, b];

b
C

Slika 4.7: Formulacija i rjeSsavanje LP problema

U modulu LPSol posebno je obraden slucaj kada ne postoji presjek Voronoijevog dija-
grama i scene L, tj. kada se scene L u potpunosti nalazi u to¢no jednoj Voronoijevoj celiji.
Tada postoji samo jedan izvor svjetla koji uzimamo u razmatranje. U tom slucaju izrac¢una-
vanje optimalne energije mozemo provesti i bez rjeSavanja LP problema (vidi Dodatak Al.
na 46. stranici).

Argument \[Epsilon] odreduje vrijednost parametra e kojeg koristimo za konstruk-
ciju skupa G. Argument alg odreduje koji aproksimacijski algoritam koristimo za rjesa-
vanje problema. Ukoliko je vrijednost ovog argumenta jednaka 1 koristit ¢emo (1 + €)-
aproksimacijsku shemu, u suprotnom koristimo 4-aproksimacijski algoritam.



Aproksimacijski algoritmi za optimalno osvjetljenje scene 43

Modul 1lightsourceimage vraca graficke objekte koji vizualiziraju izvore svjetla sa sv-
jetlosnim zrakama ¢iji intenzitet ovisi o optimalnim koli¢inama energije koje smo izrac¢unali
pomoc¢u modula LPSol. Programski kod modula moZe se pronaé¢i u Dodatku A2. na 49.
stranici.

4.2.2. Kontrolno sucelje

Osnovno okruzenje koje objedinjuje gore opisane module i omoguc¢ava njihovo dinamicko
funkcioniranje predstavlja Mathematica-metoda Manipulate'® (vidi [8], str. 44). Pomocu
padajuéih izbornika i kliznih gumbi¢a omoguéava dinamicku manipulaciju ulaznim parametrima
Sto pokrece trenutnu reevaluaciju koda koji se nalazi u Manipulate-u.

U projektu Stage Illumination problem koriSteni su radio-gumbovi za odabir Zeljenog
aproksimacijskog algoritma. Primjerice, na Slici 4.8 vidimo da je odabran 4-aproksimacijski
algoritam.

Manipulatel...,
{{ctr1l, 1, ""}, {0 -> "4 approximation\n algorithm",

1 -> "(1+\[Epsilon]) approximation\n algorithm"},
Appearance -> "Vertical", ControlType -> RadioButton},...]

@4 approximation
algorithm

O(1+e) approximation
algorithm

discretization | 0.05

precision — €

(®white
background Oblack

color Odark blue

Voronoi diagram

1.450 -

2.000 -

total energy

Slika 4.8: Radio-gumbi za odabir algoritma

Bjavlja se u verzijama Mathematica 6.0 i Mathematica 7.0
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Parametar € za odredivanje skupa G mozemo odabrati u padajuéem izborniku discretiza-
tion precision (vidi Sliku 4.9). Na Slici 4.8 vidimo da je ¢ = 0.05.

Manipulate[...,...
{{\[Epsilon], 0.05, "discretization\nprecision - \[Epsilon]"}, {0.01,
0.02, 0.03, 0.04, 0.05, 0.1}},...]

Slika 4.9: Padajuéi izbornik za odabir konstante e

Boja pozadine moze se biti bijela, plava i crna. Promjena boje regulirana je radio-
gumbima (vidi Sliku 4.10).

04 approximation
algorithm

@(l+€) approximation
algorithm

discretization | 0.05

precision — €

Owhite
background Oblack

color @dark blue

Voronoi diagram

1009 W
1.374

2.000 -

total energy

Slika 4.10: Promjena boje pozadine

U drugom dijelu kontrolnog sucelja prikazan je Voronoijev dijagram za trenutnu konfig-
uraciju scene i polozaj izvora svjetla. Takoder su prikazane sve tocke iz skupa G (ili skupa
Gy ako se radi o 4-aproksimacijskom algoritmu, vidi Lemu 3.6) sa pripadnom koli¢inom sv-
jetla, a na y-osi prikazana je i maksimalna koli¢ina svjetla na sceni (vidi Dodatak A3. na 50.
stranici). Primjerice, na Slici 4.8 vidimo da je maksimalna koli¢ina svjetla 1.45.

4.2.3. Graficko sucelje

Graficko sucelje omogucava vidljivu predstavu scene i izvora svjetla. Svaki izvor svjetla
prikazan je u obliku svjetiljke koja emitira svjetlosne zrake na scenu. lako fizikalni model
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pretpostavlja Sirenje svjetla u svim smjerovima, ovdje smo radi bolje vizualizacije prikazali
samo dio svjetla koje dolazi na scenu. Svakom svjetlu mozemo mijenjati polozaj. Mozemo
dodati svjetlo ili ukloniti postojece. Svako svjetlo predstavljeno je Locator objektom (vidi
[8], str. 68) ¢ije se koordinate prilikom pomicanja mijenjaju dinamicki. Za svaki Locator
objekt poziva se modul lightsourceimage koji na odgovarajucoj poziciji crta svjetiljku i
svjetlosne zrake (vidi Sliku 4.11).

Manipulate[
{optEnerg, inten, dStage, discreteEnergies, continEnergies, ticks,
voronDiag} =
Join[LPSol[p, ComputationalGeometry‘VoronoiDiagram[p], \[Epsilon],
ctrl], {ComputationalGeometry‘DiagramPlot[p]}];
intenround =
Table[If[Round[1000*inten[[i]]] == 0, 1, 1 - inten[[i]]], {1,
Length[inten]}];
Show [Graphics [{Red,
Polygon[{{-1, -2}, {4, 2}, {41, 2}, {36, -2}, {-1, -2}}1}],
Table[lightsourceimage[intenround[[i]], p[[il], optEnergl[[ill], {i,
Length[p]}]
, Graphics[{Red,
Polygon[{{0, 0.98%40}, {0, 40}, {40, 40}, {40, 0.98x40}, {0,
0.98%40}}13}]1,
Table[Graphics [{Thick, Red,
Line[{{p[[i, 111, 0.99%40}, {p[[i, 111, pC[i, 211}}1}], {4i,
Length[p]}], PlotRange -> {{-1, 41}, {-1, 40}}, ImageSize -> 300,
ImagePadding -> 10, Background -> backcolor],...]

OA approximation
algorithm

@1+e) approximation
algorithm

discretization | 0.05
precision — €
@Nhlle

background Oblack

color Oxdark blue

Voronoi diagram

1.000 = —
- L 4
I USBIIEES e gy

1.425

2.000

total energy

Slika 4.11: Graficko sucelje i Locator objekti
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A Dodaci

Al. Modul LPSol

LPSol[pos_, voron_, \[Epsilon]_, alg_] :=
Module[{vr, dC, rays, numberOfVertices, sS = {}, iP = {3},
numS = Length[pos], i, j, m, dPr, sSCoor, dStage, sInt, numOfP, A,
b,
¢, minD, minin, pom, maxener, intenz, dStageGraphics,
optimalEnergies, enerPoint, enmax, discreteEnergies,
continEnergies, ticks, ceilEnmax, floorEmmax, sig4Enmax,
nCeilEnmax, nFloorEnmax, dstagePoints},
{vr, dC} = voron;
rays =
Map[{#[[11]1, #[[2]1]} &,

Select[Flatten[vr], Dimensions[#] == {2} &]];
number0fVertices = Dimensions[vr] [[1]] - Dimensions[rays][[1]];
For[i = 1, i <= numS, i++,

{For[j = 1, j <= Length[dC[[i, 2]1], j++,
{
If[j == Length[dC[[i, 2]]], m =1, m = j + 1];
If[dC[[i, 2, jl] <= numberOfVertices,
If[dC[[i, 2, m]] <= numberOfVertices,

If [Signl[
vr[[dC[[i, 2, j11, 2111 == -Signlvr[[dC[[i, 2, m]], 2111,
{iP, sS} =
intersection[{vr[[dC[[i, 2, j11]11, vrlldC[[i, 2, m]11]1}, i,
iP, sS11,

{ IflvrlldClli, 2, m]], 1, 2]] <O,

If[vr[laC[[i, 2, m]], 2, 2]1 > vr[[dC[[i, 2, m]], 1, 2]],

{iP, sS} =

intersection[vr[[dC[[i, 2, m]]]], i, iP, sS]],
If [vrlldC[[i, 2, m]], 1, 211 == O,
{iP, sS} =

intersection[vr[[dC[[i, 2, m]]]], i, iP, sS],
If[vr[[aC[[i, 2, ml], 2, 2]] < vr[[dC[[i, 2, m]l], 1, 211,
{iP, sS} =
intersection[vr[[dC[[i, 2, m]]1]], i, iP, sS1111}]1,
If[vrllacl[i, 2, j11, 1, 2]1]1 < O,

If[vr[[dC[(i, 2, j11, 2, 211 > vr(ldC[[i, 2, j11, 1, 2]],
{iP, sS} =
intersection[vr[[dC[[i, 2, j111]1, i, iP, sS1],
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If[vrllaClli, 2, jl11, 1, 2]]1 == O,
{iP, sS} =
intersection[vr[[dC[[i, 2, j111], i, iP, sS],

If[vr[[dCl[[i, 2, j11, 2, 2]1] < vrlldC[[i, 2, j11, 1, 211,

{iP, sS} =
intersection[vr[[dC[[i, 2, j1111, i, iP, sS1]1]1]
]
}

]

3
If [Length[iP] == 0, minD = EuclideanDistance[pos[[1]], {0, 0}];
minin = 1;

For[i = 2, i <= numS, i++,
pom = EuclideanDistance[pos[[i]], {0, 0}];
If [pom < minD, minD = pom; minin = i]];
optimalEnergies = ConstantArray[0, numS];
optimalEnergies[[minin]] =
Max [{minD~2, EuclideanDistance[pos[[minin]], {40, 0}]1~2}] //
N
intenz = optimalEnergies/optimalEnergies[[minin]];
sInt = {0, 40};
dStage = slInt;
enerPoint =
energyOnStage [dstagePoints = {{0, 0}, {40, 0}}, optimalEnergies,
posl;
enmax = optimalEnergies[[minin]]/pos[[minin, 2]]1-2;

If[alg == 1, sS = Union[sS];
sS = Sort[sS, pos[[#1, 1]] < pos[[#2, 11] &I;
sSCoor = pos[[sS]];
discretizeStage[{a_, b_, sx_, sy_}] :=
Module[{dSt = {}, n}, dSt = Append[dSt, al;
n = First[dSt] +
2%\ [Epsilon] *EuclideanDistance [{First[dSt], 0}, {sx, sy}];
While[n <= b,
{ dSt = Append[dSt, n];
n = Last[dSt] +
2\ [Epsilon] *EuclideanDistance [{Last [dSt], 0}, {sx, sy}];
}1; dstl;
sInt = Sort([Union[Flatten[Join[{0}, iP // N, {40}1111;
dPr = Join[ Partition[sInt, 2, 1], sSCoor, 2];
dStage = discretizeStage /@ dPr;

A = Table[
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1/((pos[[j, 111 - Flatten[dStagel[[i]]1)~2 + pos[[j, 211-2), {i,

Length[Flatten[dStagell}, {j, numS}];
b = Table[l, {Length[Flatten[dStagel]l}];
¢ = Table[1l, {numS}];
optimalEnergies = LinearProgramming[c, A, b];
enerPoint =
energyOnStage [
dstagePoints =

Partition[Riffle[Union[Flatten[dStagel]l, 0, {2, -1, 2}1, 2],

optimalEnergies, pos];
enmax = Max[enerPoint];,
sS = Union[sS];
sS Sort[sS, pos[[#1, 1]] < pos[[#2, 1]1] &];
sSCoor = pos[[sS]];

dStage = Union[Join[{0}, iP // N, {40}]11;

sInt = dStage;
A =

Table[1/((pos[[j, 1]1] - Flatten[dStage] [[1]]1)~2 +
posl[lj, 211-2), {1,

Length[Flatten[dStagell}, {j, numS}];
Table[1, {Length[Flatten[dStagell}];
Table[1, {numS}];
optimalEnergies = LinearProgramming[c, A, bl;
enerPoint =

b
c

energyOnStage [

dstagePoints =
Partition[Riffle[Union[Flatten[dStagel]l, 0, {2,
optimalEnergies, pos];

enmax = (*Partition[Riffle[sSCoor[[All, 1]1], 0, {2,
2] %)
Max [energyOnStage [

—1, 2}], 2],

-1, 2}],

Partition[Riffle[sSCoor[[A11l, 111, 0, {2, -1, 2}1, 21,

optimalEnergies, posl];];

maxener = Max[optimalEnergies];

intenz = optimalEnergies/maxener;

15

ceilEnmax = Ceiling[enmax];
floorEnmax = Floor[enmax];
sigd4Enmax = roundToSigDigit [enmax, 4];
nCeilEnmax = N[ceilEnmax, 4];
nFloorEnmax = N[floorEnmax, 4];
dStageGraphics =
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Graphics[{{Black, Line[{{0, 0}, {40, 0}}]1}, {Blue,
PointSize[0.018],
Point [Table[{sInt[[i]], 0}, {i, Length[sInt]}]1]1},
Point [dstagePoints]}, PlotRange -> {{-1, 41}, {-80, 2%40}},
ImageSize -> 350];
discreteEnergies =
ListPlot[
Table[{Flatten[dStage] [[i]], -(70/ceilEnmax)*enerPoint[[i]]}, {i,
Length[Flatten[dStage]l]}], PlotRange -> {{-1, 41}, {-80, 0}},
Filling -> Axis, Axes -> {False, Truel}];
continEnergies =
Plot[-(70/ceilEnmax) *
energyOnStagePoint [{x, 0}, optimalEnergies, pos], {x, 0, 40}];
ticks = {{},
If[70/ceilEnmax <= 8,
Join[{{0, 0}},
Table[If[
Mod[i, 2] == 0, {-i*(70/ceilEnmax), N[i, 41}, {(70/ceilEnmax),
Null}], {i, ceilEnmax}]],
Join[{{0, 03}},
Table[{-i*(70/ceilEnmax), N[i, 4]}, {i, floorEmmax - 13}],
If[70 - (70/ceilEnmax)*enmax <= 10,
If[(70/ceilEnmax)*enmax - (70/ceilEnmax)*floorEnmax >=
10, {{-floorEnmax*(70/ceilEnmax),
nFloorEnmax}, {-(70/ceilEnmax)*enmax,
sigd4Enmax}}, {{-floorEnmax*(70/ceilEnmax),
nFloorEnmax}, {-70, nCeilEnmax}}],
If[(70/ceilEnmax)*enmax - (70/ceilEnmax)*floorEnmax >=
10, {{-floorEnmax*(70/ceilEnmax),
nFloorEnmax}, {-(70/ceilEnmax)*enmax, sigd4Enmax}, {-70,
nCeilEnmax}}, {{-(70/ceilEnmax)*enmax, sig4Enmax}, {-70,
nCeilEnmax}}1111%};
{optimalEnergies, intenz, dStageGraphics, discreteEnergies,
continEnergies, ticks}

]

A2. Modul lightsourceimage

lightsourceimage[intenz_, pos_, energ_] :=
Module([{e = energ, r = 40/20},
If[intenz ==
1, {Graphics[{{EdgeForm[{Thick, Red}], FaceForm[{Red}],
Disk[{pos[[1]], pos[[2]] - 0.6%r},
r, {0, Pi}]}, {FaceForm[{Black}],
Tooltip[Disk[{pos[[1]], pos[[2]] - 0.6*r}, 0.9*r, {0, Pi}],
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Row[{"Energy on this lamp: ", e}]]}, {Thick, Red,
Polygon [{{pos[[1]] + r=*Cos[5 \[Pi]/8],
pos[[2]] - 0.6%r + r*Sin[5 \[Pil/81}, {pos([[1]] +
r*Cos[6 \[Pi]/8],
pos[[2]] - 0.6%r + 1.25%r}, {pos[[1]] + r*Cos[3 \[Pi]/8],
pos[[2]] - 0.6%r + 1.25%r}, {pos[[1]] + r*Cos[3 \[Pi]/8],
pos[[2]] - 0.6%r + r*Sin[3 \[Pil/8]}, {pos[[1]1] +
r+Cos[5 \[Pi]/8],
pos[[2]] - 0.6*r +
r*Sin[3 \[Pi]/81}}1}}1}, {Graphics[{{EdgeForm[{Thick,
Red}], FaceForm[{Red}],
Disk[{pos[[1]], pos[[2]] - 0.6%r},
r, {0, Pi}]}, {FaceForm[{Black}],
Tooltip[Disk[{pos[[1]], pos[[2]] - 0.6*r}, 0.9*r, {0, Pi}],
Row[{"Energy on this lamp: ", e}]]}, {Thick, Red,
Polygon[{{pos[[1]] + r*Cos[5 \[Pi]/8],
pos[[2]] - 0.6*r + r*Sin[5 \[Pi]/81}, {pos[[1]] +
r*Cos[5 \[Pi]l/8],
pos[[2]] - 0.6%r + 1.25%r}, {pos[[1]] + r*Cos[3 \[Pi]/8],
pos[[2]] - 0.6xr + 1.25xr}, {pos[[1]] + r*Cos[3 \[Pi]/8],
pos[[2]] - 0.6*%r + r*Sin[3 \[Pi]/81}, {pos[[1]] +
r*Cos[5 \[Pi]/8],
pos[[2]] - 0.6%r + r*Sin[3 \[Pil/81}}1}}],
Graphics[{Opacity[0.5],

Polygon[{{pos[[1]] - r, pos[[2]] - 0.6%r}, {pos[[1]] + r,
pos[[2]] - 0.6xr}, {40, 0.75}, {0, 0.75}, {pos[[1]] - r,
pos[[2]] - 0.6*r}},

VertexColors -> {RGBColor[1, 1, intenz],
RGBColor[1, 1, intenz], White, White}]1}]13}1]

A3. Manipulate okruzZenje

Manipulate[
{optEnerg, inten, dStage, discreteEnergies, continEnergies, ticks,
voronDiag} =
Join[LPSol[p, ComputationalGeometry‘VoronoiDiagram[p], \[Epsilon],
ctrl], {ComputationalGeometry‘DiagramPlot[p]}];
intenround =
Table[If [Round[1000*inten[[i]]] == 0, 1, 1 - inten[[i]]], {1,
Length[inten] }];
Show [Graphics[{Red,
Polygon[{{-1, -2}, {4, 2}, {41, 2}, {36, -2}, {-1, -2}}1}],
Table[lightsourceimage[intenround[[i]], p[[il]l, optEnergl[ill]l, {i,
Length[p]}]
, Graphics[{Red,
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Polygon[{{0, 0.98%40}, {0, 40}, {40, 40}, {40, 0.98%40}, {0,
0.98%40}}]11}],

Table[Graphics [{Thick, Red,

Line[{{p[[i, 111, 0.99%40}, {p[[i, 111, p[([i, 211}}1}]1, {i,
Length[p]}], PlotRange -> {{-1, 41}, {-1, 40}}, ImageSize -> 300,
ImagePadding -> 10, Background -> backcolor],
{{ctrl, 1, ""}, {0 -> "4 approximation\n algorithm",
1 -> "(1+\[Epsilon]) approximation\n algorithm"},
Appearance -> "Vertical", ControlType -> RadioButton},
{{\[Epsilon], 0.05, "discretization\nprecision - \[Epsilon]"}, {0.01,
0.02, 0.03, 0.04, 0.05,
0.1}}, {{p, {{25.81944658952817°¢,
21.157741196748425}, {33.99719138743964°,
31.539576852477573‘}, {26.822098747653776°¢,
6.275976066503482¢}, {10.779151746677044°,
21.839736383556897}}}, {4, 5}, {36, 36}, Locator,

Appearance ->

Graphics[{White, PointSize[0.02], Opacity[0], Point[{0, O0}]},
ImageSize -> 30],

LocatorAutoCreate -> {1, 6}}, {{backcolor, White,
"background\ncolor"}, {White -> "white", Black -> "black",
RGBColor[0, 0, 0.309804] -> "dark blue"}, Appearance -> "Vertical",
ControlType -> RadioButton},

{inten, ControlType -> None},
{discreteEnergies, ControlType -> Nonel},
{dStage, ControlType -> Nonel},
{continEnergies, ControlType -> None},
{ticks, ControlType -> None},
{intenround, ControlType -> Nonel},
{voronDiag, ControlType -> None},
{optEnerg, ControlType -> None},

Delimiter,

Style["Voronoi diagram", Bold],

Dynamic [
Show[dStage, discreteEnergies, continEnergies, voronDiag,
Graphics[

Text[Style["total energy", FontFamily -> "Helvetica"l, {4, -88}]],
PlotRange -> {{-1, 41}, {-80, 2%41}}, PlotRangeClipping -> False,

ImageSize -> 250, Axes -> {False, True}, AxesOrigin -> {-1, 0},

Ticks -> ticks, TicksStyle -> Directive[FontSize -> 8],

LabelStyle -> ("Label"), AspectRatio -> 1/1.08,

ImagePadding -> 30], SynchronousUpdating -> False],
ControlPlacement -> Left, AutorunSequencing -> {1, 2, 3, 4},
SynchronousUpdating -> True,

SynchronousInitialization -> False,Initialization :> (...)]
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Sazetak. U radu je proucavan sljedec¢i problem: Pretpostavimo da duzina L predstavlja scenu i
S C R? skup tockastih izvora svjetla. Intenzitet emitiranog svjetla je obrnuto srazmjeran kvadratu
udaljenosti do izvora. Treba odrediti koli¢ine energije xs > 0 za svaki s € S tako da svaka tocka
p € L primi dovoljno svjetla (primjerice 1 jedinicu svjetla) pri ¢emu je ukupna energija ) g s
minimalna. Nakon diskretizacijom scene moguce je odrediti priblizno optimalno rjeSenje problema
koristec¢i (1 + €)-aproksimacijsku shemu koja se bazira na LP formulaciji. Ako uzmemo samo skup
Gy tocaka presjeka Voronoijevog dijagrama nad S i scene L, moguée je formulirati LP problem
koji daje 4-aproksimaciju originalnog rjeSenja. Konstruiran je i jednostavni O(1)-aproksimacijski
algoritam koji se izvrgava u O(n?) vremenu gdje je n = |S| a ¢ija se analiza temelji na dualnom
fitanju. Na koncu je ilustrirana implementacija prethodno opisanih algoritama u programskom
paketu Mathematica pomoc¢u dinamickog okruzenja Manipulate.

Klju¢ne rije¢i: aproksimacijski algoritmi, linearno programiranje, (1 + €)-aproksimacijska
shema, kombinatorijalni algoritam, jaka dualnost, slaba dualnost, aproksimacijski omjer.

Summary. In this paper the following problem is considered: Assume that stage is represented
by line segment L and light sources are represented by set of points S C R? in the plane. Intensity
of emitted light is inversely proportional to squared distance from the light source. Our goal is to
assign powers xs > 0 to all light sources s € S such that each point p € L receives sufficient amount
of light (e.g. one unit) while overall power consumption is minimized.

After discretization of stage L it’s possible to determine approximate solution by using (1 + €)-
approximation scheme which is based on LP formulation. If we consider only a set of intersection
points Gy between Voronoi diagram over S and stage L, LP formulation that gives 4-approximate
solution is obtainable. Simple combinatorial O(1)-approximation algorithm is also constructed
whose analysis relies on primal-dual fitting method. It runs in O(n?) time (n = |S|). Finally, we
illustrated an implementation of mentioned algorithms in Mathematica software by using dynamical
environment Manipulate.

Keywords: approximation algorithms, linear programming, (1 + €)-approximation scheme,
combinatorial algorithm, strong duality, weak duality, approximation ratio.
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